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A. LÝ THUYẾT CẮN NHỚ 


1) VÃ = B <=> 


B^O 

A =; B ! 


2) VÃ = Tb c- f ASí0 ( h<4cBa0 ) 


3) 1 2 3 Vf (x) = g(x) 


Ịa = B 

JIg(x) ;> 0 
° f(x) = [g(x)] 


(n € z + ) 


4) 2n+ Vf(x) = g(x) o g(x) = [f(x)] 2n+1 (n € z + ) 


5) [f(x)] 2n = [g(x)] 2n |f(x)| = |g(x)| o 


f(x) = g(x) 
f (x) = -g(x) 


6) [f(x)] 2n+1 = [gíx)]" 11 " <=> f(x) = g(x) 

B. CÁC CHUYÊN ĐỀ'TOÁN VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI 


i2n+l 


chuyên đề h 

Lũy thừa hai vế và cíùng các công thức cơ hản 

1. Nhận dạng: Khỉ phương trình cố dạng: 

a. VÃ = B 

b. VÃ = VI 

c. Va + Vb - k (k là hằng số) 

d. VÃ + VẼ = Vc (A, B, c là các hàm chứa x) 

e. Khi bình phương hai vế thì bậc cao triệt tiêu. 

f. Khi bình phương hai vế thì căn thức hiệt tiêu. 

2. Các bước giải 

• Bước 1: Đặt điều kiện để phương trình xác định. 

• Bước 2: Đặt điều kiện để hai vế không âm rồi lũy thừa hai vế. 

• Bước 3: Đưa về phương trình cơ bản; giải chọn nghiệm thỏa mãn điều kiện. 



3. Bài tập ____ 

Bài ỉ: Giải các phương trình sau: 

1. V2x 2 - 4x + 5 = X - 4 

2 . V 2 - X 2 + 3x = Võx 2 -1 
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1. V2x 2 -4x +5 = x-4 o 


Gỉảỉ 

x-4 £ 0 


2x 2 - 4x + 5 = (x - 4) ! 


x-4^0 
X 2 +4x-ll = 0 


hệ vô nghiệm. 


Vậy phương trinh đã cho vô nghiệm. 

2. V2 - X 2 + 3x = Vỗx 2 - 1 

r- <* - . ~ fx = 1 


5x -1^0 


2 - X 2 + 3x = 5x 2 -1 


X = 


Vậy nghiệm của phương trình là: X = 1 V X = -— 

z 


Bài 2: Giải các phương trinh sau: 

1) X 2 + Vx + 1 = 1 


x + 9 =5- 


Gỉâỉ 


1. X 2 + VxTĩ = 1 

Điều kiện: 1-x 2 ằũo-lắxíl 
Phương trình o VxTT = 1 - X 2 

o X 4 - 2x 2 - X = 0 o x(x +1)(x 2 - X - 1 ) = 0 
fx = 0 ; X = -1 


_l->/6_l + ^s/6 _ 

x = ^-vx = -^-(loại) 


Vậy nghiệm của phương trình là: X = 1 V X = -1 V X = 


-£ 

2 


2. Vx + 9 = 5 - V2 + 4 

Điều kiện: X £ -2 

Phương trình o Vx + 9 + \/2x + 4 =5 

o 3x +13 + 2J(x + 9)(2x + 4) = 25 


0 2J(x + 9)(2x + 4) = 12 - 3x 


-2 ắ X ắ 4 
X 2 - 160x = 0 


/• 

Vậy nghiệm của phương trình là: X = 0 


- 2 <. X ắ 4 

X = 0 

X = 160 


<=> X = 0 


2 






Giải 


1. Điều kiện: -9 < X < 16 __ 

Phương trình 25 + 2^(16 - x)(x + 9) = 49 

« X 2 - 7x = 0 o X = 0 V X = 7 


2. Điều kiện: X > 0 



X = (loại vi X £ 11) 

15 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 

2., v?7 - X 2 + xVx + 5 = V3-2X-X 2 
Điều kiện: 3 - 2x - X 2 £ 0 -3 £ X < 1 

Phương trình o 7 - X 2 + x-v/xT 5 = 3 - 2x - X 2 


3 



<=> XvX + 


5 = -4 - 2x => X 2 (x + 5) = (4 + 2x) : 


X “ ”1 

o X 3 + X 2 - 16x -16 = 0 o (x 4 - l)(x 2 -16) = 0o .. . 

v /v ’ l^x = ±4 (loại) 

Kiểm tra lại: 


Với X — — 1 thì phương trình được thỏa mãn. 


Bài 5: Giải các phương trình sau: 


l.-s/2 - X 2 + Vx 2 + 8 = 4 


- 2 = 1 - X 


IX- 


Giả 


- X 2 + vx 2 +8=4 


Điều kiện: -V2 £ X <, yỈ2 ‘ 

Phương trình: o 10 + 2J(2f-x^(x 2 + 8) = 16 

o (2 - X 2 ) (x 2 + 8) = 9 <=> -X 4 - 6x 2 +7 = 0 

t 


X 2 = 1 


X 2 = -7 (loại) 


<=> X = ±1 


Vậy nghiệm cỏa phương trình đã cho là: X = ±1 



- J 3x - 2 = 1 - X 


Điều kiện: 77 < X 

3 

Phương trình <=> X 2 - (3x - 2) = (1 - x) V3x - 2 
<=> (x-l)(x'+ 2) + (x-l)V3x-2 = 0 
<=> (x - l)íx + 2 + V3x - 2j = 0 


X = 1 


X + 2 + v3x - 


= 0 vô nghiệm Vx £ 


o x = 1 


Vậy phương trình đã cho cỏ nghiệm: X = 1 


Bài 6: Giải các phương trình sau: 









X + 


X - 1 + vx - zvx - 1 = 


Điều kiện: 


X>1 


X - 


Giải 
x + 3 
2 

íx > 1 


o 


-1 2:0 


2 ) 2 > 0 


0X^1 


^ V.V / 

Phương trình o a/x -1 + 2>/x -1 + 1 + \jx-l- 2yjx -1 + ĩ = 

o Vx -1 + 1 + Vx-1 -1 = (*) 

2 

Nếu >/x — 1 -1 £ 0 o X £ 2 thì (*) trở thành: 

a^ĩ-i±ỉo4(x.i)-fi^ì* 


x + 3 
2 


o X 2 - lOx + 25 = 0 o X = 5 (nhận) 

=> nghiệm của phương trình là: X = 5. 

+ Nếu 1 £ X £ 2 thì (*) trở thành: ^ = 2ox 

2 

Tốm lại: Nghiệm của phương trình đã cho là: X 

2. X + Vx 2 + 16 = r -f~-. 

vx 2 +16 

<=> xVx 2 + 16 + X 2 + 16 = 40 

<=> x>/x 2 +16 = 24 - X 2 

=> X 2 (x 2 +16) = (24 - X 2 ) 2 

o 64x 2 = 576 <=> X = ±3 
Kiểm ưa lại: 

+ Vđi X = 3 phương trình thỏa mãn. 

+ Với X = -3 thì phương trình vô nghiệm. 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 3. 


Bài 7: Giải các phương t rình sau : 

1. yịx + 34 - ^/x - 3 = 1 

2. ^/x-l +^3x-l = ị/x + l 


= 1V X = 5. 


* 

ì 

1. ựx + 34 - ựx - 3 = 1 


Giải 




OX + 34-X.+ 3 + 3%/x + 34a/x- 3 (>/k + 34 + \Jx - 3 Ị = 1 
=> \/x + 34.\/x - 3 =12o(x + 34)(x - 3) = 12 3 



+ 31x -1830 = 0 o 


"x = 30 
X = -61 


Thử lại: 

+ Nếu X = 30 phương trình thỏa mãn. 

+ Nếu X = -61 phương trình thỏa mãn. 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 30 V X = -61. 


J 


2. 3/x-l +Ẳ/3x-l = 3/x7ĩ 

o ( 3 /x ^1 + 3/3x -1 ) 3 = X +1 

OX-1 + 3X-1 + 3\/x - 1 a/3x -1 (s/x-l + 3/3x-l) = x+1 


=> 3^/x^ĩ.^/3^ĩ.^x+ĩ = 3(1 -x) 
o (x - 1 ) (3x -1) (x +1) = (1 - x) 3 
o(x-l)[(3x-l)( X + l) + (x-l) 2 ] = 0 

r — 


X = 1 


Ị_(3x - 1 ) (x +1) + (x -1) 2 = 0 


X = 1 

4x 2 = 0 




x 

X 


1 

0 


Kiểm lại: 

+ Với X = 1 thì phương trình thỏa mãn. 

+ Vđi X = 0 thì phương trình vộ nghiệm. 

Tóm lại: nghiệm của phương trình đã cho là: X = 1. 


Bài 8: Giải các phương trình sau: 

1.3/xTĨ + 3/3x71 = ỳx-ĩ 

2. %/2x -1 + yỈ2x +1 = \ZĨÕx 


Giải 


1. 


y/x + 1 + \/3x + 1 = yfx — 1 


o í^/x + 1 + ^3x + 1 j = X - 1 

o 4x + 2 + \/x + l.\/3xHh 1 Ị\/x+T + >/3x + lj = X-1 

o 4x + 2 + 3^x + l.^/3x + l.^x-l = X -1 
o3/x + 1.3/3x + l.^x-l =-(x + l) 
o (x + l)(x - l)(3x +1) = -(x +1) 3 


6 




o (x + l)[(x-l)(3 X + l) + (x + l) 2 ] = 


(x + l)(4x 2 ) = 0 


X — -1 
X = 0 


Kiểm tra lại: 

+ Với X = 0 phương trình vô nghiệm. 
+ Với X = -1 phương trình thỏa mãn. 
Vậy nghiệm phương trình là: X = -1. 


X -1 + V2x + 1 = 


o 2x-1 + 2x +1 + 3%j2x^ĩ.ịỈ2x + ĩíỉ 


\/2x - l.\/2x + l.^lOx = 2x => (2x -1)(2x +1) .10x = 8x 


X [5 (2x -1) (2x + 1 ) - 4x 2 ] = 0 
X (l6x 2 -5) = 0=>x = 0 ; X = ± 


'2x-i + 3/2x + l) = 10x 
l)(2x + l).10x = 8x 3 


JE 


Thử lại: 


75 

+ Thay ba X trên vào nghiệm của phương trình thì ta nhận được: X = 0; X = ± —— 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 0; X = ± 


•J5 


Bài 9: Giải phương trình sau: X 3 + 8 = 7\/8x +1 với X 6 R 


Giải 

Điều kiện: X > 0 

X 3 + 8 =■ 7\/8x +1 o (x 3 + 8) 2 = 49 (8x +1) o X 6 + 16x : 
o (x - 3) (x 5 + 3x 4 + 9x 3 + 43x 2 + 129x + 5 ) = 0 


- 392x +15 = 




X - 3 

X 5 + 3x 4 + 9x 3 + 43x 2 + 129x + 5 = 0(*) 


Phương trình (*) vô nghiệm Vx ằ0. 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là X = 

Bài 10: Giải và biện luận phương trình: \l X 2 -1 


= m + X 


Giải 


X - 1 = m + X 
X £ -m 


1 = (m + x) 


X £ -m 


2mx = -1 - m 2 (1) 


ị 



+ Nếu m = 0 thì phương trình vô nghiệm. 

_2 

+ Nếu m * OthV(l) o X = — — 

2m 


Điều kiện: X > -m o 


-1 < m < 0 
m ằ 1 


- Nếu 


thì (1) vô nghiệm nên phương trình đã cho vô nghiệm. 

m < -1 


- Nếu 


-1 < m < 0 
m > 1 


thì (1) có nghiệm X == 


-1 - m : 
2m 


Kết luận: 


Nếu thì (1) vô nghiệm nện phương trình đã cho vô nghiệm, 

m < -1 

kM> 

. *-lắ-m<0 ,_..._-1-m 2 

Nếu ' thì (1) cổ nghiệm X = ■ 

m£l 2m 


Bài 11: Giải và biện luận phương trình: Va + X = 


Giải 

ía £ 0 , _ 


a - X 


Điều kiện: ”1 a + X £ 0 o 


a - X > 0 


a £ 0 

-a < X < a 


Phương trình (1) 


<=> Va + X + Va - X = 


<=>a + x + a- x + 2va 2 - X 2 = a 
|a 2 -2a £ 0 

° Ị4 (a 2 - X 2 ) = (a 2 - 2a) 2 = a 4 + 4a 2 - 4a 3 

Nếu a = 0 thì (1) có nghiệm X = 0. 

* 

«i2 

+ Nếu a * Othì (1) o ■< a 3 (4 - a) > 0 0 


o 2Va 2 - X 2 = a 2 - 2a 




a 2 - 2a >. 0 

__2 ly _ 4 


■ ỈK +4aS ) 


X = ±4 V4a 3 - a 4 
2 


2 < a á 4 

X = ±^V4a-a 2 
2 


Vậy: 


+ Nếu a = 0 thì phương trinh (1) cổ nghiệm X = 0. 

Ta* 2 

+ Nếu < a > 4 thì (1) vô nghiệm, 
a * 0 




+ Nếu 2 <; a ^ 4 thì (1) có nghiệm X = ± ^ V4a - a : 
_ 2 


Bàỉ 12: Giải và biện luận phương trình sau: 

f/(x + a) 2 + ml/(x - a) 2 = (m +1) ^/x 2 - a 2 


<p V - I 


___ Giải 

^(x + a) 2 + m^(x - a) 2 =5 (m + l)^/x 2 - a 2 (1) 

+ Nếu a = 0 thì (2) nghiệm đúng Vx € R. Khi a * 0 thì: 

- Nếu X = ±a thì phương trình (1) vô nghiệm. 

- Nếu X * ±a thì (1) tương đương với: 


= m +1 

\ X - a V X + a 

M x + a - Y Jx + a 

——- -1 3/—-—-m =0 

x-a vx-a 




„ X + a _ 
?/—— = m 


X + a 

X - a 


= 1 (phương trình vô nghiệm ) 


x-a 


x + a_ 3 

——— = m 
x-a 


o X + a = m 3 (x - a) o (l - m 3 ) X = -am 3 - a (*) 

- Nếu m = 1 thì phương trình (*) vô nghiệm. 

- Nếu m 1 thì phương trình (*)<=> X = am 9 + f : 

m -1 

Vậy: 

+ Nếu a - 0 thv ( 1 ) nghiệm đứng Vx G R. 

+ Nếu a = 1 và a * 0 thì ( 1 ) vô nghiệm. 

+ Nếum*lvà a * Othì (1) có nghiệmX = — 15 — 7 - • 

m -1 


..• . I 1 1 1 = 

Bài 13: Giải và biện luận phương trình: x + J x+ 2 + \ x + 4 =a 





x + ỉ+ìì = a.Vì (jx + 7+|1 > jÍdoJx + ỉ ằO 
4 2 V 4 2, 4 \ 4 


Do đó: 


+ Nếu a < “ thì (1) vô nghiệm. 

4 

+ Nếu aĩ>ịthì(l) <=> Jx + ị+ỉ = Vã 

4 V 4 2 


o Jx + 


1 /— 11 
— = Va - “ o X + "7 = a + 


1 [— 
“■■-va 

4 


X = a - Vã 


Tóm lại: + Nếu a < 4 thì (1) vô nghiệm. 

4 

1 I _ 

+ Nếu a £ 4 dti (1) có nghiệm X = a - vã 

4 



Bài 14: Giải và biện luận phương trình: 


_ Giải 

f a + x - Va -X = Ja-X + Vxía + X 


a - X + Jx( a + X 



( 1 ) 


a + xằO r ^ , 0 V 

I -a ^ X ^ a (2) 

Điều kiện: ^ a - X > 0 <=>« , _^ rt ,o\ 

" Ịx(a + x) > 0 (3X 

x(a + x) £ 0 L 

Từ điều kiện (2) => a £ 0 __ 

Nếu a = 0 thì (1) trở thành: 2Vx - V-x = \Ị-X + Vx 
phương trình này có nghiệm duy nhất X = 0. 

Nếu a > 0 thì từ (3) =$- „ 


b. Nếu a > 0 thì từ (3) => x ắ * 

X ^ 0 

- Nếu X = -a thì (1) xảy ra <=> a = 0 nhưng vì a > 0 nên X * -a . 

- Khi | x ^ ? thì 2 Va + X > Va - X nên phương ưình (2) tương đương với 


|a > 0 

Í2Va + X - Va - xỊ = a - x + ^/x(a + x) 

4 (a + x) + (a - x) -4Va 2 -X 2 = a - X + ^x(a + x 

<=> Va + X (4Va + X - 4Va - X - VxỊ = 0 do< « 1 

\ ^ 


X > 0 


nên a + X > a - X 


o 16(x + a + a - x) - 32Va 2 - X 2 = X 
o 32Va 2 - X 2 = -X + 32a 


10 




o 32 2 (a 2 '’- X 2 ) = X 2 + 32 2 a 2 - 64a.x 

(vì a > 0 nên 32a - X > a - X > 0) 
o 32 2 .x 2 + X 2 - 64ax = 0 o x(1025x - 64a) = 0 

„ _ A _64a 

o X = 0 V X = — —— 

1025 

Vậy : + Nếu a < 0 thì (2) vô nghiệm. 

+ Nếu a > 0 thì (2) có nghiệm X = 0 V X = 

* Cách biện luận khác: / 

Phương trình (1) 

|2Va + X - Va - X > 0 
4 (a + x) + (a - x) - 4^(a + x)(a-x) = a 


64a 

1025 


|2Va + X - Va - X >0 
4 (a + x) + (a - x) - 4^(a + x)(a-x) = £ 
J4(a + x)>a-x^0 
4(a + x)-4 > /(a + x)(a-x) -yỊxị a + x) 
í -0,6a < X < a 

ÌVx + a 4Vx + a - 4Va - X - Vx 1 = 0 

f-0,6a<x<a 

X = -a 

4Vx + a —4Va - X = Vx (*) 

» 

+ Nếu X = -a là nghiệm của (1) thì nó phải thỏa mãn: 

-0,6a <-a < a o a = 0 

. Va + X > Va-X 

+Phươngtrình(*) 


^x(a + x) 


16 (a + x) +16 (a - x) - 32^(a + x)(a - x) = X 

fa + X > a - X > 0 

32Va 2 - X 2 = 32a - X (4) 

+ Nếu a < 0 thì (4) vô nghiệm => phương trình (1) vô nghiệm. 




+ Nếu 0 < a thì hệ ưên 


0 ^ X < a 

32 2 (a 2 - X 2 ) = 32 2 a 2 - 64ax + X 2 
ío < X < a 


<=> < 


1025x 2 - 64ax = 0 


<=> X = 0 V X =■ 


64a 

1025 


+ Nếu a < 0 thì (1) vô nghiệm. 

« 4.0 

+ Nếu a > 0 thì (ỉ) có nghiệm X = 0 V X = 


1025 
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Bài 15: Cho phương trĩnh: yjx 2 - 8x 4- m - X -1 (1) 
Tìm m để phương trình có hai nghiệm phân biệt. 


(1) ọ 


để phương trình có hai nghiệm phân biệt. 

Giải 

'xằl jx>l 

|2x 2 - 8x + m = (x -1) 2 Ịf(x) = X 2 - 6x + m -1 = 0 (2) 

Iviỉ nrrVìi Am nVíân KỈAt tM râế Vlíiỉ nơhỈPĨĨl tìhân hiêí tí 


( 1 ) 


<=> 


* 

một nghiệm. _ 

Giải ' 

H 

X > m 

|f(x) = X 2 - 2mx + 3m - m 2 = 0 (2) 
có đúng một nghiệm xằm 


Để (1) có hai nghiệm phân biệt thì (2) có hai nghiệm phân biệt thỏa mãn: 
1 <, X 1 < x 2 <=> 6 < m < 10 

Vậy các giá ưị của m cần tìm là: 6 < m < 10. ___ 

i 16: Cho phương trình: \/2x 2 - 4mx + 3m = X - m (1) 

Tim m đế phương trình có đúng một nghiệm. 

Giải ' 

X > m 

[2x 2 - 4mx + 3m = (x- m) 

Để (1) có đúng một nghiệm thì (2) có đúng một nghiệm X > m 
Xét các trường hợp sau: 

Trường hỢpl: 

Phương trình (2) có hai nghiệm thỏa mãn Xị < m < x 2 

3 

o f(m) < 0 o 3m - 2m 2 < 0 o 0 < m < ^. 

Trường hợp 2: 

ÍA = 0 
^ 1 „ 

[x 0 = m > m 

Trường hợp 3: 

Phương trình (2) có một nghiệm x l = m. Kiểm ưa nghiệm x 2 : (2) có một 

r m = 0 


Phương ưình (2) có nghiệm kép x 0 > m 


(vô lý ) 


nghiệm X x = m <=> 3m - 2m 2 = 0 o 


_ 3 

m = -^ 

2 


Với m = 0 thì (2) o X = 0 (nhận) => m = 0 thỏa đề bài. 


Với m = r 

2 


( 2 ) 


Xl 2 


3x4- -y = 0 o 

4 


/ 


\2 


X-- 




) 


- 0 o X = — (nhận) 

2 


m = — thỏa đề bài. 
2 


Vậy các giá ưị của m cằn tìm là: 0 ^ m < 
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chuyên đề 2: ‘Đưa về tích 


1 1. Các cách đưa về tích 


1 Cách 1: Đặt nhân tử chung khi phương trình có sấn một biểu thức (x - x 0 ) 

1 Cách 2: Dùng lượng liên.hiệp. 


2. Bài tập 


Bài 1: Giầi các phương trình sau: 


1. slx 2 + X + Vx 2 - 2x = 2Vx 2 

(1) 

2. yj2x 2 + 8x + 6 + -s/x 2 -1 = 2(x + 

1) (2) 


1. Điều kiện: 


X = 0 

X ằ 2 


Nếu X = 0 thì (1) luôn đúng. 

Nếu X > 2 (a) thì: 

(1) <=> ^x (x + 1) + yjx(x - 2) = 2\/x!x 
o Vx +1 + Vx - 2 = 2>/x o 2x -1 + 2^(x + 1) (x - 2) = 4x 

í 

o 2Vx 2 - X - 2 as 2x +1 <=> 4(x 2 - X -2) = (2x +1) 2 <=> X = -^(loại) 

8 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm X = 0. 

"x = -1 


2. Điểu kiện 


X>1 


Nếu X = -1 thì (2) luồn đúng. 

Nếu X £ 1 (a) thì: 

(2) ^(x + l)(2x + 6) + Ậx + l)(x-l) = 2 > /(x +1) (x +1) 

o >/2x + 6 + >/x — 1 = 2>/x +1 


<» 3x + 5 + 2yj(2x + 6)(x -l) = 4 (x +1) 

<=> 2\/2x 2 + 4x - 6 = X - 1 

4(2x 2 +4x -6) = X 2 -2x + l(vì X > Inên X - 1 > 0) 
o 7x 2 + 18x - 25 = 0 

_ i /_ 1 A_ V 


X = 1 (nhận) 

25,,., 
n ( lQ ạ0 


X = - 


Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là: X = ±1 
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Bài 2: Giải các phương trinh: 

l.Jx 2 + X-2 Wx 2 - 


1. yjx 2 + X - 2 + yỊx 2 -1 = 2\/x 2 - X (1) 

2. V2x 2 - 6x + 4 - yjx 2 - ĩ = 2 (x -1) (2) 


Giải 


1. Điều kiện: 


X 2 + X - 2 > 0 

X 2 -1 > 0 
X 2 - X £ 0 


<^> 


x ^-2 

X>1 


Cổc/| 7; 

Nếu X - 1 thì (1) luôn đúng. 

Nếu X > 1 thì: 

(1) o > /(x-l)(+2) + > /(x-l)(x + l) = 

<=> Vx + 2 + Vx + 1 = 2>/x (3) 

_ . Vx + 2 > Vx ,-- /- 


XIX- 


VIX > 1 nên < _____ _ => vx 

yx+i>Vx 

=> (3) vô nghiệm. 

• Nếu X £ -2 thì: 


+ vx +1 > 


2>/x 


Nẽuxs-2tm: , _ __ 

(1) o yj(x - 1) (+2) + Ậx -1) (x +1) = 2^/x (x -1 


o Ặl-x)(-x-2) + 


)(-x -1) = 2^(1 - x)(-x) 


o V-x-2 + V-x -1 = 2s/^x (4) 


Vì X £ 2 nên 


-X - z < v-x 


-X 




-X - 2 + v-x - 


-X 


=> (4) vô nghiệm. 

Vậy phương ưình đã cho có nghiệm X = 


Cách 2: 


Bình phương hai vế. Điều kiện 


xầ.1 
X < -2 


(1) o X 2 + X - 2 + X 2 -1 + 2Ậx 2 + X -2)(x 2 -1) = 4(x 2 -x) 

o 2x 2 + X - 3 + 2^/(x -1) 2 (x + 2) (x +1) = 4x 2 - 4x 
o 2|x -1 |Ậx + 2)(x +1) = 2x 2 - 5x + 3 = (x -l)(2x + 3) 
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Ị(x - l)(2x + 3) > 0 

[4 (x “ l) 2 .(x + 2) (x +1) = (x -1) 2 (2x + 3) : 
r r o 




X < 


X > 1 
X = 1 


4 (x 2 + 3x + 2) - (2x + 3) 2 = 0 


o X -1 


Điều kiện 


2x 2 - 6x + 4 > 0 

X 2 -1 > 0 


X = 1 

o X > 2 

X < -i 


Nếu X - 1 thì (2) nghiệm đúng. 

Nếu X > 2 thì: 

(2) <=> > /(x-l)(2x-4) - Ậx - l)(x + 1) 

o \/2x - 4 - Vx +1 = 2vx -1 


o 


= 2^(x - l)(x -1) 


;x - 4 = zvx -1 + vx + 


<=> yj 2x -4 = V4x -4 + Vx +1 

Phương trình này vô nghiệm vì V4x - 4 + -v/x + 1 > -v/2x - 4Vx > 2 
• Nếu X < -1 thì: 

(2)W(x-1)(2x-4)-V(x-1)( X +1) = 2 (x +1) 
o 7(1 - x) (4 - 2x) - 7(1 - x) (-1 - x) = -2 (1 - x) = -2,/(l - x) (1 - x) 


o v4 - 2x - V — 1 - X = - 


<z> 


!x + 


— X = V —1 — X (3) 


-X > V— 1 — X 


• Với Vx < -1 thì 1 - X > -1 - X 2-s/l - X > V—1 - X 
=> V4-2x + 2Vl -X > V-l - X => (3) vô nghiệm. 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là: X = 1. 


Bài 3: Giải phương trình sau: VỊxTĨ - V2 -X = "* x , - 
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r 3x + T - V2 - X j ỊV3 x + 1 + yÍ2 -xj = ì (4x -1) ỊVãxTĨ + 


4x -1 = (4x 

3 


-l)(V3x + ĩ + V2-x) 


x = ị( nh ậ n ) 

\/3x +1 + V2-X = 3 


L " 

o 2x + 3 + 2^(3x +1) (2 - x) = 9 
o V2 + 5x - 3x 2 = 3 - X 

o 2 + 5x — 3x 2 = X 2 - 6x + 9 vì (a) nên 3 - X > 0 

_ 7 

<=> 4x 2 -11 x + 7 = 0ox = 1vx = 7 

4 

• . ^.. ' 1 „ 7 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là x = j;x = l;x = Ỷ 

Tt - * 

Cárh 2ĩ 


Cách 2: 

_Ịu = >/3x +1 ằ 0 

Đặt \ ' Z— ' 


V = yj2 - X ằ 0 


u 2 = 3x + l 


V 2 = 2 - X 


u 2 -v 2 =4x^1 


Khi đổ: (1) o u - V =.— (u 


2 ..2 
- V 


u = V 
u + V = 3 


• Với u = V <=> V3x +1 = >/2 - X 


- X O: X = — 

4 


Với u + V = 3 <=> V3x + 1 + \l2 - X = 3 


<=> 2x + 3 + 2^(3x +1) (2 - x) = 9 
<=> J(3x +1) (2 - x) = 3 - X <=> X = 


Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là : X = 


i 4: Gỉải các phương trình sau: 

l.\/x + 3 + V2x -1 = 4 - X (1) 


.. ì_/ - 

X = 1V X = — 

4 

: —: X = 1; X = -7. 

4 4 


2 x 

2. 7 ===—- = X + 1 
%/3x+ĩ-l 


( 2 ) 



Giẳi 


Các nhận xét quan trọng: _; 
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2 . 


3. 


4. 

5. 


Dạng 2: 


Dạng 3: 


ax + b 


■v/cx + d ± a 
ax 2 + b 


= kx + h 


= kx + h 


Vcx 2 + d ± a 

Khi nhân với một biểu thức luôn khác 0 thì ta nhân tự nhiên mà không xét 
thêm điều kiện gì. 

Nếu biểu thức đố không biết dấu thì ta phải xét trường hợp biểu thức đố bằng 
0 cố nghiệm thỏa mãn phương trình hay không? Khi biểu thức đố khác 0 thì ta 
nhân vào hai vế hay vào tử số và mẫu số. 

Đốỉ với dạng 1 thì ta nên dùng cách 2 để lời giải đơn giản hơn. 

Đôi với dạng 2, dạng 3 ngoài cách giải trên còn có thể dặt t bằng biểu thức căn. 


1 . 


_íu = Vx + 3 > 0 1 . . , . 

Đặt ^ ■ ; điều kiện: “ < X < 4 (a) 

V = V2x -1 ằ 0 2 


u 2 = X + 3 

—r 1 A V* T — * « 

|v 2 = 2x -1 

Phương trình (1) o u + v = u 2 - V 2 
ou + v = (u + v)(u-v)ou-v = l 

o u = 1 + vo \Jx + 3 = 1 + yj2x -1 
o X + 3 = 2x + 2yj2x -1 o 2V2x -1 = 3 - X 

4(2x -1) = (3 - x) 2 ^ |x í -14x + 13 = 0 x= ! thòa (a) 
x£3 [xá 3 

Vậy phương trình có nghiệm: X = 1. 

Chú ý: 

Nếu ta nhân lượng liên hiệp vào hai vế thì phải để ý: 

\Ịx + 3 - V2x - Ĩ > OVx > ì 


u 2 - V 2 = 4 - X 


( 2 ) 


:-Ặ 

3 

2x(\/3x +1 4-1) 

— v - - --- — X +1 

3x 

2 í^3x + X +— 3x + 3 o 2%/3x +1 = 3x +1 
íxi-ỉ i x = 1 


o ■( 


[4 (3x +1) = (3x +1) 2 ' 


X = - 
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Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là: x = lvx = “ 

u 

Chú ý: Bài này ta có thể đặt t = V3x + 1 


Bài 5: Giải các phương trình sau: 


l.x-4 = 


X' 


(Jĩ 


+ X + 


1J 


( 1 ) 


2.2Vl + x(VÌ + x-l) = x (2) 


2 . 


1 . 


Giải 


1. Điềukiện:x^4 


Phương trình (1) 


o X - 4 = 


X 2 ịy/ĩĩĩ -1)~ 

Ị^/1+X + ìỊỊi/ĩTx - i)Ị 

/ ,-— \2 r- 


o X - 4 = (VĩTx - lj - 2 + X - 2 Vĩ 

<=> Vl + X = 3 <=> X = 8 
Vậy nghiệm cỏa phương trình (1) là: X = 8 
Điều kiện: X £ -1 

Nhân hai vế của phương trình cho Vl + X + 1 ta được: 

2V1 + X (Vi + X - 1 ) (VĩTx +1) = X (Vi + X + 1 ) 


+ X 


2V1 + XIV1 + X- 

2xVI + X = X Ị Vĩ 


+ X + 


1 ). 


<=> X = 0 


X = 0 

Vl + X = 1 

tu* 

Vậy nghiệm của phương trình (2) là: X ss 0 


Chuyên đề 3: Đặt ẩn -phụ toàn phần 


^sans^nBsi^^aaBa^^^ansBsssaessnsBss^a! 

Các dạng phương trình chuẩn __ . 

Dạng 1: Va + bx ± Vc - bx ± (xẶãi + bx) (c - bx) 

Cách giải: 

Bước 1: Đặt điều kiện. 


Bước 2: Đặt ẩn phụ t = Va + bx ± Vc -bx 
Bước 3: Tìm điều kiện của t. . 

Bước 4: Bình phương t; tính tích Ậa + bx) (c - bx) theo t. 

Bưđc 5: Đưa về phương trình bậc hai theo t. 
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Dạng2: Va + bx ± Vc -bx ±a (a + bx) J C — = 

\a + bx 

Cậchgiải: 

• Bước 1: Đặt điều kiện. 

• Bưđc 2: Đưa biểu thức a + bx vào trong căn được dạng 1. 

Dạng 3ĩ Va + bx ± Vc - bx ± 2vAx 2 + Bx + D = Kx 
Cách giải: 

• Bước 1: Đặt điều kiện. 

• Bước 2: Đặt ẩn phụ t = Va + bx ± Vc-bx 

• Bước 3: Tìm điều kiện của t. 

• Bước 4: Bình phương t; tính cắc hàm còn lại theo t. 

• Bước 5: Đưa về phương trinh bậc hai theo t. 

Dạng 4: ax ± Vb - a 2 x 2 ± axVb - a 2 k 2 + c = 0 

Cách giải: 

• Bước 1: Đặt điều kiện. 

• Bước 2: Đặt ẩn phụ t = ax ± Vb - a 2 x 2 

• Giải như các bước trên ở dạng 3,. 


Dạng Sỉ X + 


r 2 2 

a - X 


= b 


Cách giải: 

• Bước 1: Đặt điều kiện. 

• Bước 2: Qui đồng bỏ mẫu, đưa về dạng 4. 


Dạng 6: — + 


X Va 2 - X 2 


= b 


Cách giải: 

• Qui đồng và bỏ mẫu đưa về dạng 4. 

Dạng 7: (ax + b) (cx + d) ± aVAx 2 +Bx + D = K 

Cách giải: 

• Bưđc 1: Đặt điều kiện. 

• Bước 2: Đặt t = VAx 2 + Bx + D 

Dạng 8: Va + bx + Vc - bx = V Ax 2 +Bx + D 

Cách giải: 

• Bước 1: Đặt điều kiện. 

• Bước 2:Bình phương hai vế được dạng 7.__ 
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Phương trình chứa một biểu thức liên hiệp: f(x).g(x) - 

Cách giải: Đặt t = f(x) thì g(x) = 7 

t 

Phương trình chứa một biểu thức f(x) giông nhau 
Cách giải: Đặt t = f(x) 


. Bài tậ 


Bài 1: Giải các phương trình sau: 

l.yj2 + x + SỈ6-X + J( 2 + x)(6 -x) = 8 (1) 


+ X + 


- x - (1 + x) Vĩĩf = 3 


( 2 ) 


Giải 


Điều kiện: “2 < X ^ 6 
Đặt t = -v/2 + X + sỉ 6 - X > 0 


t 2 = 8 + 2Ặ2 + x) (6 - x) => yỊị2 + x)(6- x) * 


t 2 - 8 


t 2 - 8 
2 

t = 4 


(1) trở thành: t + ——— = 8 <=> t 2 + 2t - 24 = 0 <=> >_ 

2 [_t = -6(loạ 

* 

<=> V2 + X + yj6-x = 4 o 8 + 2Ặ2 + x)(6-x) = 16 


o yj{2 + x)(6 “ x) = 4 o (2 + x)(6-x) = 16 

o X 2 - 4x + 4 = 0 o X = 2 (nhận) 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm X = 2. 

Điều kiện: -1 < X í 8 

(2) o slĩ + X + yj8~x - ^(l + x)(8-x) = 3 
Đặt t = sll + x + \/8 - X > 0 

=> t 2 = 9 + 2 J(1 + x) (8 - x) => J(1 + x)(8 - x) = 


(3) 


t 2 -9 
2 


Phương trình (3) trở thành: 

t- —r” = 3ot 2 -2t-3 = 0 <=> 

2 

rr- r-—— - - _ [x - -l(loại) 

oil + x 8-x =0o • ' 

vv A ' [x = 8 (nhận) 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm X = 8. 


-l(loại) 

3 (nhận) 























Bài 2: Giải các phương trình sau: 

l.x + V 2 - X 2 4- x-s/2 - X 2 = 3 


2. Vx 4- \Ì4 -X = >/5 + 4x - X 2 


( 1 ) 

( 2 ) 


1. Điều kiện: ->/2 ắxẩ>/2 (a) 

Đặt t - X + \Ỉ2 - X 2 => t 2 = 2 + 

/=-7 t 2 -2 


Giải 



XV 2 - X 2 = 


Phương trình (1) trở thành: 

t + ị— = 3 o t 2 + 2t - 8 
2 

• với t = 2 o X 4- V 2 - X 2 = 2 o 


- 2 ^ t-2 

— = 3ot 2 + 2t-8 = 0o 

_t = -4 

> X 4- V 2 - X 2 = 2 o >/2 -X 2 = 2-x 
o 2 - X 2 = (2 - x) 2 (do (a) nên 2 - X > 0) 

X 2 - 2x 4-1 = 0 o X = 1 
0X4- V2 - X 2 = -4 o V2 - X 2 = -X - 4 . 


X-ZX4-l = UOX = l 

• vđi t = -4 0X4- >/2 - X 2 = -4 o V 2 - X 2 = -x~* 

Phương trình này có nghiệm Vx 6 >/2lvì-x-4<0. 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là: X = 1. 

X £ 0 , 

^ 0 £ X £ 4 _ , , % 

Điều kiện: 4 - X > 0 o ( " o0'£x£4(a) 

_ , - -1 < X ^ 5 

5 4 -4x-X 2 >0 L 


' (2) o 4 + 2>/4x - X 2 = 5 4 - 4x - X 2 

t 

o 4x - X 2 - 2\Ịếx - X 2 4- 1 = 0 o Ụếx - X 2 - lì = 

o V4x - X 2 = lo4x-x 2 = lox 2 -4x 4-1 = 0 
o X = 2 ± yỊầ (nhận) 

Vậy phương trình cổ nghiệm là: X = 2±\Ỉ3. 
ỉ 3: Giải các phương trình sau: 

1.V3x4-1 4- V2-X 4- 2 V 2 4 - 5x-3x 2 = 9-2x 


2.Ỉ + 


= 2& 


- 2x (1) 
( 2 ) 


- X 


Giải 


Điều kiện: -4 £ X ồ 2 (a) 

3 
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Đặt t - Vảx+T + V2 - X > 0 

=> t 2 = 2x + 2^(3x 4-1)(2 - x) + 3 
=> 2x + 2V2 + 5x - 3x 2 = t 2 - 3 


Khi đó: (1) trở thành: 


t + t 2 - 3 = 9o t 2 + t-12 = 0o 


t = 2 




• với t = 3 <=> v&r+ĩ + V 2 - X =3 

o 2x + 3 + 2 V 2 + 5x - 3x 2 = 9 0 V 2 + 5x - 3x 2 
o2 + 5x-3x 2 = (3 - x) 2 (vì (a) nên 3 - X > 0) 

I" X = 1 

2 -llx + 7 = 0 o 


X = 


7(nhận) 


4 


Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là: X = 1 V X = - 7 . 

4 


2. Điều kiện: 


X * 0 


[-1 < X < 1 

Phương trình (2) <=> X + Vl - X 2 “ 2>/2xVl - X 2 = 0 (3) 


Đặt: t = X + Vl - X 2 => t 2 = 1 + 2xVl - X 2 => 2xVl - X 2 = t 2 - ĩ 
(3) trở thành: t - V2 (t 2 -1) = 0 


t 

ó Vỗt 2 -t-í = 0o 


t = y/2 

V2 


• với t = V 2 o X + Vl-X 2 = V 2 

o Vl - X 2 = V2-X<=>1-X 2 = ỊV2 - xj 

<=> 2x 2 - 2 V 2 X +1 = 0 o X = -i (nhận) 


V2 


V2 


• với t = <=> X + Vl - X 2 =- ^ 

2 2 


V2 


Vl - X 2 = —-— X 

2 


X ắ 


>/2 


2 o X = — — thỏa mãn (a) 

1 _ X 2 = ỉ + X 2 + \Ỉ2: 


;x 


1 -V2 - Vẽ 

Vậy phương ưình có các nghiệm là: X = —Ị= V X =- -—-— 


4 (loại) 
= 3-x 
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Bài 4: Giải các phương trình sau: 

1.2x - 5 + 2Vx 2 - 5x + 2Vx -5 + 2>/x = 48 

2.a/x - 1 + yjx 4- 3 + 2J(x -l)(x + 3) = 4 - 2x 


2x - 5 + 2vx 2 - 5x + 2vx -! 
Điều kiện: X ằ 5 

Đặt: t = Vx-5 + Vx (t > 0) 


Giải 

4- 2Vx = 48 


t 2 =2x-5 + 



Phương trình (1) trở thành: t 2 4- 2t - 48 = 0 o 

|_t = 6 

với t = 6 o Vx - 5 + Vx =6 

o2x-5 + 2VX 2 -5x = 36 o 2\/x 2 -5x = 41 -2x 


t - r-8 (lóại) 

t = 6 


5 < X < 
41 2 


41 


<=> X = 


41 

12 


1 144 

' 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 

* V 

Vx -1 4- \/x + 3 4- 2^(x -1) (x 4- 3) = 4 - 2x 

Điều kiện: X ^ 4 
Phương trình đã cho 

s 2 ^- 1 ) 2 


41 

12 


X -4 = 


N— A r - ~r ' — . ^«2 

ịy/l + X 4* 1 j (>/ĨTx - 1 n 

ox-4= (Vl 4- X - lì = 2 4- X - 2>/l 4-x 

<=> Vl + X = 3ox = 8 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 8 . 

Bài 5: Giải các phương trình sau: 

l.Vx 4- yỊx 4- 7 4- 2-v/x 2 4- 7x = 35 - 2x 


2.14- — >/x - x 2 = Vx 4- Vl-X 
2 




4- vx 4/4 


Giải 

'x 2 + 7x = 35 - 2x (1) 
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2. 


35 

Điều kiện: o^xắ Y 

(1) o Jx + Vx + 7 + 2>/x 2 +7x + 2x = 35 
Đặt: t = Vx + Vx + 7;t > Ó 

t 2 = 2x + 7 + 2-s/x 2 + 7x => 2x + 2a/x 2 + 7x = t 2 - 7 


Phương trình (1) trở thành: 

t + t 2 -7 = 35 <» t 2 + t-42 = 0o 

Với t = 6 o Vx + Vx + 7 = 6 


t = -7 (loại) 
t = 6 


L_29 

0 < x 

< 2 <=> - 

4(x 2 +7x) = 4x 2 -116x + 29 2 


0 < X ắ 


29 


X = 


29 : 


o X = 


29 

12 


\2 


Vậy nghiệm của phương trình là: X = 


, 144 

f29 NS 


112 


1+ậVx-ĩ 2 = + (1) 

2 

Điều kiện: 0 £ X £ 1 

Đặt: t = Vx + Vl - x;t > 0 


t 2 = 1 + 2 Vx - X 2 


Vx - X 2 sa 




ứ 

Phương trình (1) trở thành: 1 + ~ (t 2 - 1) = t c> 3t 2 - 4t + 1 = 0 

ỉ 


t = l 
*- 


+ Vđi t = 1 <=> Vx + Vl-X = 1 o 


X = 0 
X = 1 


+ Vđi t = 4 <=> 


y/x + VI - X = 1 c? „ 

|_x = 1 

r 

Vx - X 2 = phương trình này vô nghiệm. 


_: o—T-—-—-——--- 

Bài 6: Giải các phương trình sau: 

■> 

l.Vx 2 -3x +3 + Vx 2 -3x + 6 = 3 

(1) 

2.Vx 2 + X + 7 + >/x 2 + X + 2 - V3x 2 ^ 3x + 19 

(2) 


Giải 

3 3 

+ *7 ằ *7 

4 4 


1. Đặt: t = X 2 - 3x + 3 = 


X —— 


3 

2 ) 


\2 


3 
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Phương trình (1) trở thành: 7t 4- -s/t + 3 = 3 
o 2t + 3 + 2\/t 2 + 3t — 9 o Vt 2 + 3t = 3 


3-t£0 
t 2 + 3t = (3 -1) : 


<=> t = 1 


+ Vđi t=l=>x 2 -3x + 3 = lox 2 -3x + 2 = 0o 


X = 1 


X = 2 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 1V X = 2 . 

/ 1 \ 2 7 7 7 

Đặt t = x 2 + x + 2=x + -r + — > — — 

{ 2J 4 4 4 

(2) trở thành: Vt + 5, + yỊĩ - V3t +13 

o2t + 5 + 2»/t (t + 5Ì = 3t +13 


o 2^t (t + 5) = t + 8 o 4t(t + 5) = (t + 8) : 


<=> 3t 2 + 4t - 64 - 0 <=> 


t - - H (loại) 


t = 4 


- Khi t = 4x 2 + x + 2 = 4 ox 2 + x- 2 = 0o 


X = 1 

X = -2 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: 


Bài 7: Giải các phương trình sau: 


X = 1 

X = -2 


1. 1 - Vx+VxTT+1 = Vx+1 


X - 4VX -4 + vx + 4vX - 4 = X 


Giải 


1 - Vx + vx + 1 + 1 ss yỊx + 1 

Điều kiện: X £ -1 

Đặt: t = Vx +1 £ 0 => t 2 = X + 1 


( 1 ) 


Khi đó: (1) trở thành: 1- 



r 

o Vt 2 + t = l-to< 


Oát ál 
t 2 +t = (t-l) ! 


0 £ t £ 1 

t-i. 

3 


t = ị 

3 


+ Với t = 4<=>x + l = 4<=>x = -Ệ 

3 9 9 
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8 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = " 

y 

Điều kiện: X ;> 4. Đặt: t = -n/x"- 4 > 0 => t 2 = 3 
Phương trình (1) trở thành: 

+ 4 + Jt 2 + 4 + 4t = t 2 + 4 


8 

~9 

= X -4 


X = t 2 + 4 


» ự(t - 2) 2 + Ật + 2) 2 = t 2 + 4 Ci> ịt — 2| +1 + 2 — t 2 +4 

+ Nếu t - 2 £ 0 <=> t £ 2 thì (2) o 2t = t 2 + 4 

Phương trình này vô nghiệm. 

+ Nếu 0 £ t ^ 2 thì (2) o t 2 + 4 = 4 » t = 0 
Với t = 0 <=> X = 4. 

Vậy nghiệm của phương trinh đã cho là: X = 4._ 


lài 8: Giải các phương trình sau: 

1. X 2 + 3 - >/2x 2 - 3x + 2 = + 6 

2 


( 2 ) 


2. X 2 -3x-5v9x 2 +X-2 = 


11 28 


——X 


Gỉải 


1. X 2 +3-V2x 2 -3x + 2 =^x + 6 

o 2x 2 - 3x + 2 - 2>/2x 2 - 3x + 2 - 8 - 0 (1) 

Đặt: t = V2x 2 - 3x + 2;t > 0 
Phương trinh (1) trở thành: 


t = 4 


với t = 


X = -2 


<=> V2x - 3x + 2 = 4 <=> 2x - 3x -14 = 0 o 7 

_ x = 2 
7 

Vậy nghiệm cỏa phương trình đã cho là: X = -2 V X = ị 


X 2 - 3x - 5v9x 2 + X - 2 = 


11 28 


——X 


(I) 




-1-V73 


Điều kiện: 9x 2 +x-2^0o 


18 




-l + >/73 

Í8 


(*) 
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Phương trình (1) o — -T 5V9x 2 + X - 2 - ~ = 0 (2) 

9 36 

Đặt: t = V9x 2 + X-2; t £ 0 => t 2 = 9x 2 + X - 2 
Phương trình (2) trở thành: 

t 2 - 91 _ t= o( loại ) 

- 5t - ^ = O o 4t 2 - 180t -91 = 0 o 
9 36 91 

__ L 2 

+ Vđi t = ^ o V9x 2 + X - 2 = 

2 2 

„ _ 91 2 

o 9x 2 + X - 2 = —— o 36x 2 + 4x - 8289 = 0 

4 

_ „ _ -2 ± V298408 
o X = - - -thỏa mãn (*) 


9x 2 + X - 2 


91 


36 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 


9: Giải các phương trình sau: 


-2 ± >/298408 
36 


1. Vl - X + >/l + X = 2 -^— 

4 

2. Ặl + x)(2 -x) = 1 + 2x - 2x ! 


Gỉải 


VI - X + VI + X = 2 — (1) 

4 

Điều kiện: -1 < X < 1 


Đặt t = Vĩ - X + Vl + x; t > 0 


t 2 = 2 + 


- X 


X 2 =t 2 -ỉt 4 


Phương trình (1) 


ot = 2- ìft 2 “ — 


f 2 i.4 

o t = 2 - - J + o (t - 2) (t 3 + 2t 2 -16) = 0 o t = 

Với t = 2 o Vl + X + Vl-x = 2 o X = 0 
Vậy nghiệm cỏa phương trình đã cho là: X = 0. 

yj(l + x)(2 - x) = 1 + 2x -2x 2 (1) 

Điều kiện: -1 ắ X ắ 2 

Phương trình (1)0 V 2 + X-X 2 = (2 + X - x 2 )2 - 3 (2) 
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Đặt: t = V2 +x-x 2 ;t > 0 ;=>t 2 -2 + x-x 2 

t - -1 (loại) 

Phương trinh (2) trở thành: t = 2t 2 - 3 o 2t 2 -1 - 3 = 0 <=> 3 

t — ■“ 

L 2 

3 ' 2 9 _ _2 ’ . 1 * 

Vớit = 7 0 2 + x-x =7 0x -x + 7 = 0ox = ^ 

2 4 4 2 

.. ■ , 1 

Vậy nghiệm của phương trinh đã cho là: X = —. 

z __ ' 

Bài 10: Giải các phương trình sau: 

1. (x + 3>/x + 2)(x + 9yfx +18) = 168x 

2. (x + 3>/x + 2)(x + 9Vx +18) = 120x 

Giai — 

1. Ịx + 3>/x + 2)(x + 9>/x +18) = 168x (1) 

Điều kiện: X > 0. Phương trình (1) 

<=> ựx + l)(Vx + 2 ] (7x + 3)(>/x + 6] = 168x 

o f X + 5Vx + 6j Ịx + 7-s/x + ôỊ = 168x 
o (X + 6\/x - Vx + 6 j ^x + 6>/x + >/x + = 168x 

<=> íx + 6\/x + 6) = 169x = Ịl3VxỊ 
X + 6 Vx + 6 = 13-s/x 

° X + 6n/x + 6 = -13\/x (phương trình này vô nghiệm vì X > 0) 

J>s=l [x = l 

<=> X - 7vx + 6=0 o í . oc 

7^ = 6 |_x = 36 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: x = 1V X = 36. 

2. |x + 3>/x + 2j (x + 9\/x +18j = 120x (1) 

Điều kiện: X ằ 0 

(1) o (7x + l)(Vx + 2)(7x + 3 )ỊVx + 6) = 120x 

<=> Ị^Vx + ì)(7x + gỊ J [(Vx + 2 j ịy/x. + 3j J = 120x 

o (x + 7Vx + 6) (x + õVx + 6) = 120x (2) 

VIX = 0 không là nghiệm nên: 


28 



/ 

(2) o vx + 
V 




y/x 
6 


+ 7 


6 N 




y/x + ~p=r + 5 

vx 


= 120 


y 


Đặt: t = Vx + -=; t £ 2>/ẽ 

vx 

Phương trình trên trở thành: 


(t + 7)(t + 5) -120 o t 2 + 12t - 85 = 0'<=> 


t = -17 (loại) 
t = 5 


+ Với t = 5 o t = Vx +—f= = 5 o x-5>/x + 6 

vx 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 4 V X 
Bài 11: Giải các phương trình sau: 

l.x 2 + 4x + 5 = 2\/2x + 3 

2.2x 2 + yỊl-x + 2x-s/ĩ - X 2 = 1 


= 0 <=> 


= 9 


X 

X 


4 

9 


Giải 


1. 


X 2 + 4x + 5 = 2V2x + 3 

3 
2 


(1) 


Điều kiện: 


Đặt: t = >/2x + 3;t £ 0 => t 2 = 2x + 3 => X = ỉ(t 2 -3) 
Phương trình (1) trở thành: 

ỉ(t 2 -3) 2 +2(t 2 -3) + 5 = 2t 

o t 4 + 2t 2 - 8t + 5 = 0 o (t -1) (t 3 +1 2 + 3t + 5) = 0 

rt = i 


•t 3 +1 2 + 3t + 5 = 0 phương trình này vô nghiệm vt > 0 


ot = lo V2x + 3 = 1 o X = -1 
Vậy nghiệm của phương trinh là: X = -1. 

2. 2x 2 + Vl “ X + 2xVl - X 2 = 1 (1) 

Điều kiện: -1 ắ X í 1 

Từ (1) suy ra: Vl - X = 1 - 2x 2 - 2xVl - X 2 

=> 1 - X = 1 + 4x 4 + 4x 2 (l - X 2 ) - 4x 2 + 8x 3 >/l - X 2 - 4x>/l - X 2 

=í> X ịl + 8x 2 -s/l - X 2 - 4>/l - X 2 Ị = 0 

X = 0 

8x 2 vr^x 2 - 4>/ĩ^? +1 = 0 (1) 
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1. 


Đặt: t = 7l - x 2 ;t £ 0; suy ra X 2 = 1-1 2 
Phương trình (2) trở thành: 8(l -1 2 ) t - 4t + 1 = 0 

1 \8t 2 -4t - 2) = 0 


o 8t - 4t -1 = 0 o 


t + — 
2 


t + ^ = 0 vô nghiệm vì t £ 0 
2 

4t 2 - 2t -1 = 0 o t = 1±Jẽ.(vì t ;> 0) 


+ Với t = 


1 + Vỗ 


X 2 = X- 


4 

'i + x/r 2 


5-75 

8 


X = ±, 


'5-75 


V * / 

Thử lại các nghiệm của phương trình ta được nghiệm thích hợp ỉà: 


8 


X = 0 V X = 


'5-75 


8 



Giải 


2x 


- + 3/4 + -^ = 2. Đặt kiện: X > ị 
x + 1 V 2 2x 2 

a = 72 X -1 > 0 ía 2 =2x-l 

Đặt: í r — -:- <=>« 

b = 73 x 2 + 4x + 1 >0 [b 2 = 3x 2 + 4x +1 


’ Ịb = 73x 2 + 4x +1 >0 [h 2 = 

=>a 2 + b 2 = 3x 2 + 6x = 3(x 2 + 2x) 


X 2 + 2x = 


a 2 + b 2 


' a 2 + b 2 

Phương trình đã cho trở thành: 4 /———— = -a 4- b 


b - a > 0 
«■1 a 2 + b 2 


- ( b - a ) 


b ằ a 

2 . u2 


à + b - 3ab = 0 (1) 


+ Với b > a o 73x 2 + 4x +1 ầ: 72x - l 

<=> 3x 2 + 2x + 2 > OVx € R 
Phương trình (1): a 2 - 3ba + b 2 = 0 

A = 9b 2 - 4b 2 = 5b 2 => a = ẼbỊÍỂk 

o 
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+ Với a = 3 .b 

2 


oV2x-l = 3 V3x 2 + 4x +1 

2 

o 3(7 - 3>/5)x 2 + 4(6 - 3Võ)x + 9 - sS = 0 

Võ +1 

Phương trình này có nghiệm kép: x 0 = —-— 

2 

^ _ _ 3 + '/s . 

+ Với X = ——— b 

2 

<=> -s/2x -1 = .\/3x 2 + 4x +1 

2 

03(7 + 3 V 5 ) X 2 + 4 (6 + 3 Võ) X + 9 + 3 V 5 = 0 

_ W _1-V6 n .X 

o X = ———(loại) 


Võ + 1 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = —j -— 

2^/(1 + x ) 2 + 3 V 1 - X 2 + ^(1 - x ) 2 = 0 ( 1 ) 

Vì X = ±1 không là nghiệm của phương trình nên (1) tương đương vđi: 

— 1 *' . I 


( 1 ) 


2 3/111 + 3 + Ị ỉ—ì = 0 

V1-X V1 + X 

Đặl: t = s/Ef ,hì JĨẸf = 1 

V 1 + X Vl + X t 


( 2 ) 


Khi đó: (2) trở thành: 


2t + 3 + - = 0o2t +3t + l = 0<=> 1 

t t=—ỉ 

2 


t = -l 


+ Với t = -1 o 

VI -X 


<=>l + x = x- l^ phương trình vô nghiệm. 


+ Với t = - — o 


1 1 + X 


= -^o8(x + l) = x- l o X = - 


2 1 — X 8 v 7 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 


Bài 13: Giải phương trình sau: 

(Vĩũĩ - xf + 


X 2 +1 + X 


ĩ- 


123 
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Giải 

Vì (\/x 2 + 1 -xÌ.Í-n/x 2 + 1 + xì = 1 nên 


)= 


Đặt t = vx 2 + 1 - X thì -s/x 2 +1 + X = 


5 . 1 


Do đó phương trình đã chơ tương đương: t 5 + “ = 123 <-* t 10 - 123t 6 +1 = 


Đặt: y = t 5 thì y 2 - 123y +1 = 0 o y = 


123 ± 55-n/õ 


= 


123-55V5 (S-yỊE 


t = 


3-V5 


123 + 55V5 ( 3 +Võ 


o 


t 6 = 


Với t = 3 ý o Vx^T 

2 


^ _ 3 + \/5 
t = ^“ 


3->/5 


X + i = 


3-\Í5 


+ X 


t = 


3-75 

X ằ — —- — 

2 

X 2 + 1 = X 2 + Ị 3 - \/5jx + 3 ^ 

. V. • * 

>/5 + 3 _ .OT77 _>/5 + 3 

■ ■■■■ ■■ ■ ■ .. <=> vx + 1 - X = 


X > 


2 <=> 


X = 


3-76 

2 

75 


-o X = 


>/5 


+Vđi 


<=> vx + 1 = X + 


V5 + 3 


X = - 


75 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = + 


\/5 


Bài 14: Giải phương trình sau: 

2002x 4 + X 4 Vx 2 + 2002 + X 2 

2001 


= 2002 
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<=> ax 4 + x 4 >/x 2 + a + X 2 = a 2 - a 

2 


: 4 Ịa + \l: 


o X a + vx + a 


( 


4 1 ~ ■ Vr 2 


X a + vx + a 


M-' 


X 2 +a 


a 2 =0 


X + a 


) 

- aj Ụx 2 +a + aj = 0 

- aj = 0 


o í\/x 2 + a + ajíx 4 + ■v/x 2 + a -aj = 0 

o X 4 + Vx 2 + a - a = 0 
o (x 2 ) 2 -(Vx 2 +a) + X 2 + yjx 2 + a = a 

<=> / X 2 - Vx 2 + a ì íx 2 + Vx 2 + aj + X 2 + Vx 2 + a = 0 

o (x 2 + Vx 2 + a)(x 2 - Vx 2 + a + lj = 0 

o X 2 - Vx 2 + a + 1 = 0 ( 2 ) 

Đặt: t = Vx 2 + a > 1 suy ra t 2 = X 2 + a 


Thì: (2) <=> t 2 -1 +1 - a = 0 

1 *■ \4a 3 1 /■] . \ 

— ^ 


t = 


t = 


1 + yíĩã^S 


X 2 =^(V4a-3-l) 


=> X = ± 


4a - 3 -1) 



Với a = 2002 ta được nghiệm của phương trình cho là: X = 



8005 -1) 



Giải 


Điều kiện: X < 2 


Đặt: t = 


2 - X 
Do đố: (ỉ) trở thành: 


> 0 => t 2 = 


2 - X 


„ 6 - _ 6 + t s 

3 - X = T5- +1 = — 


t +1. 


10 


6 + 1 : 


= 4o 


10 


4 -1 


0 < t < 4 

10t 2 =(6 + t 2 )(4-t) 


6 +1 2 t 
t = 2 


Í0<t<4 

t 3 - 6t 2 - 48 = 0 (2) 
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Giải 


Điều kiện: X £ —. 


__1 

Nếu x 2 thì (1) thỏa mãn. 

X = 1 


Phương trình (1) o (1 - x) (1 + 2x) = ^(2x “ 1) (2x +1) - 

o (1 - x) (1 + 2x) = V2X + i Ụ2x -1 - lj 

Đặt: t = V2x +1; điều kiện: t è >/2 í vì X £ ỈJ 

Ta được: (1 - x) t 2 = t Ịn/2x-1 -1) 

Ôt= ^-I (vìt ^ )(x#0) 

o V2x + 1 = - ^ 2x ~ 1 i ~ - 

- - tỆ±Ị^Ịfil 

(x-i)(vsn + i) 

o %/2x + 1 = -- ~^( x - r o V2x + 1 = ■ /_ .- 

-1+1 


o yj 2 x + 1 = - — ~L== ——r o V2x + 1 = -7= 

(x -l)(V2x-l + lj v2x 

Phương trình này vô nghiệm vì vế phậi âm, vế trái dương. 




Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = "VX = 1 

Chuyên ắề 3: Đặt ẩn phụ không hoàn toàn 



Giải 


X 2 + 3x +1 = (x + 3) Vx 2 + 1 

Đặt t = Vx 2 +1 => t 2 = X 2 + 1 

Khi đó (1) trở thành: t 2 - (x + 3) t + 3x = 0 

t = 3 

t = X 


( 1 ) 


A = (x + 3) 2 - Ì2x = (x - 3) 2 => 


+ Với t = X => X 2 + 1 = X 2 phương ưình này vô nghiệm. 
+ Với t = 3 => X 2 + 1 = 9 o X = ±2yÍ2 
Vậy nghiệm của phương trình này là: X = ±2>/2 


Bàỉ 2: Giải phương trình sau: (4x -1) Vx 2 +1 = 2x 2 + 2x +1 


Gỉảỉ 


( 4 x -1) Vx 2 +1 = 2x 2 + 2x +1 
Đặt: t = Vx 2 +l;t ằ 1 

(l)ò ( 4 x-l)Vx 2 TĨ- 2(x 2 +l) + 2x-l 4 
=> ( 4 x -1) = 2t 2 + 2x -1 o 2 t *'+(1 - 4 x) t + 2 x 
Ta có: A = (X - 4 x) 2 - 8 ( 2 x - 1 ) =( 4 x - 3) 2 

=>t =ỉ(loại) ;t = 2x-l 

mế 

+ Vđit=s 2x- 1 


( 1 ) 


1 = 0 


oV?TĨ = 2x-1o^ 3xS _ 4x = 0 o X = 3 

. % 4 

Vậy nghiệm của phương trình là: X = — 

o 



Điều kiện: 


X #3 
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X - 1 


3 - X 


Phương trình đã cho trở thành: 

(3 - x) t + (x -1) -Ị- = 2 (3 - x) t 2 - 2t + X -1 0 


Ta có: À = (x - 2) 2 => t = 1 ;t = 


X — 1 


3 - X 


+ Vớỉ t = 1 <=> -— T = 1 <=> X = 2 

x-1 


+ Với t = 


X - 1 

3 - X 


3-x 

X — 1 


X -1 

3- X 


o X = 2 


f ' 

Tóm lại: Phương trình đã cho có nghiệm: X = 2. 


Bài 4: Giải phương trình sau: 2(1- x) -s/2x 2 + 2x -1 = X 2 - X + 1 


( 1 ) 


Gỉảỉ 

Đặt: t = -v/2x 2 + 2x -1 > 0 => 2x 2 + 2x -1 = t 2 

=> 2x 2 = t 2 +1 - 2x 

(1) trở thành: 4(1 -x)t = t 2 +l-2x-2x + 2 

<=>t 2 -4(l-x)t-4x + 3 = 0 (2) 

Phương trình (2) có A = 4 (1 - x) 2 + 4x - 3 = 4x 2 - 4x +1 = (2x 


, . t rt, = 1 

(2) có hai nghiệm: " * . 

t 2 = 3 - 4x 


• Với t = 1 o V 2x 2 + 2x -1 = 1 o 2x 2 + 2x -1 = 1 

_ 2 t n _ —l±yfE 

OX+X-1 = 0<=>X = 

2 


• Với t = 3 - 4x <=> v2x 2 + 2x - 1 = 3 - 4x 

"3 - 4x > 0 

o I - V „ - x2 <=> X = 

Ị2x 2 +2x-l = (3-4x) 

X = 

Vậy phương trình đã cho có các nghiệm là: 


MHPIPPPPI • 

13-V29 

14 

,-l±V5 

2 

13-V29 

14 
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chuyên đề 4: Đặt hai ẩn đưa về -phương trình tích hoặc tổng 

các đại Cượng không âm 



Giải 


2(x 2 -3x + 2) = 3 sfĩ~+8 


Điều kiện: 


f X 3 + 8 £ 0 

X > -2 

- ” - 

lo <=> < 

X < 1 <=> 

X 2 - 3x + 2 > 0 

X ằ 2 L 



-2 ^ X ắ 1 
x> 2 


Phương trình (i) 

<=> 2 (x 2 - 3x + 2) = 3^(x + 2)(x 2 - 2x + 4) 

Đặt: i, _ „ , => b - a = X 2 - 3x + 2 

b = X 2 -2x + 4 

V. 

Do đó ( 2 ) ưở thành: 2(b - a) = 3Vãb 
Jbỉ>a Jb>a(*) 

° [4 (b - a) 2 = 9ab ° [4a 2 + 4b 2 - 17ab = c 
Phương trình (3) 


( 2 ) 


<=> 4a 2 - 17a + 4b 2 =0o 


a - 


4 

a = 4b 

Kết hợp với (*) ta được: a = “•<=> 4a = b 

'4 

o 4 (x + 2) = X 2 - 2x + 4 <=> X 2 - 6x - 4 = 0 

o x ” ^ (nhận) 

X = 3 + VĨ3 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 3 ± VĨ3 . 


Giải 


\Ịx — 1 + X-3 = ^2(x-3) 2 + 2x-2 
Điều kiện: X > 1 


( 1 ) 


Đặt: 4 


a = yjx - 1 ằ 0 
b = X - 3 > -2 


a 2 = X - 1 

[b 2 = (x - 3) : 


( 1 ) 
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Phương trình (1) trở thành: 
a + b = \/2b 2 + 2a 2 « 


a + b ầ. 0 


(a + b) 2 = 2 (a 2 + b 2 ) 


[a + b>0 [a + b>0 

° ị(a - b) 2 = 0 \a = b 

Khi a - b o>/x-ĩ = x- 3<=>x = 5 

Vậy phương trình đã cho cổ nghiệm duy nhất: X 

Bài 3ĩ Giải phương trình: Vx -1 + Vx 3 + X 2 + X + 1 

Giải 

Vx - 1 + Vx 3 +x 2 + X + 1 = 1 + \/x 4 -1 

Điều kiện: X > 1 _ . 

Đặt: a = Vx - ĩ > 0; b = Vx 3 + X 2 + X + 1 > 0 

=>a.b = J(x-l)(x 3 +x 2 + x + l) = >/x 4 -1 


= 1 + Vx 4 - 


( 1 ) 


Phương trình (l) trở thành: a + b = 1 + ab 

* 

» a (1 - b) - (1 - b) = 0 o (1 - b)(a -1) = 0 o 


a = 1 
b = 1 


+ Với a = 1 Vx-T = 1 o X = 2 

+Với b = 1 o Vx 3 + X 2 + X + 1 = 1 <=> X = 0(loại) 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là; X s 2._ 


Bài 4: Giầi phương trình: Vx 2 + 2x +V2x -1 = v3x 2 + 4x +1 

Giải 


Điều kiện: X > 


Đặt: 


a = v2x —1^0 


|b = V3x 2 + 4x +1 > 0 ip 
=> a 2 + b 2 = 3x 2 + 6x - 3(x 2 + 2x) 


a 2 = 2x -1 
b 2 =3x 2 +4x + l 


X 2 + 2x = 


a 2 + b : 


. , 4 , I a 2 + b 2 _ V 

Phương trình đã cho ưở thành: J——— - -ạ + b 


b-akO ịbăra 

° = - a) 2 ° ịã 2 + b 2 - 3ab = 0 (1) 

. 3 



Vđi b > a o y/sx 2 + 4x + 1 ằ V2x-1 

<=> 3x 2 + 2x + 2 £ 0 Vx 6 R 
Phương trình (1): a 2 - 3ba + b 2 = 0 

3b ± Võb 


A = 9b 2 - 4b 2 = 5b 2 
Vđi a=i^.b 


a = 


2 

<=> V2x -1 = — V3x 2 + 4x +1 

o 3(7-3>/5)x 2 +4(6-3V5)x + 9-3>/5 =0 

mmmmm 

Phương trình này có nghiệm kép: x 0 = ã + ^ 

\ĨAÌ „ _ 3 + V5 , 

Với X = ——b 

2 

<=> V2x -1 = + ^ .V3x 2 +4x + l 


o2x-1 = ^M(3x 2 + 4x + 1) 
o 3(7 + 3^5jX 2 + 4+ 3 V 5 )X + 9 + 3V& = 0 
Phương trình này có nghiệm kép: x 0 = — (loại) 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 


Vs + 1 



5x 2 + 14x + 9 > 0 


Điều kiện: 1 X 2 - X - 20 > 0 0X^*5 

X>-1 

Phương trình (1) o Võx 2 +14x + 9 = Vx 2 - X- 20 + õVxTĨ 
o ^(x +1) (5x + 9) = yỊ(x + 4) (x - 5) + 5Vx +1 

<=> (x +1) (5x + 9) = (x + 4) (x - 5) + 25 (x + 1) + 10^(x +1) (x + 4) (x - 5) 

<=> 2Íx 2 — 4x — 5Ì + 3 (X 4- 4 ì r= fĩ_ ĩí V 2 — 4 V — frì f Y 4.4li ^9^ 
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a = Vx 2 “4X“5 
b = -s/x + 4 


thì (2) trở thành: 


+ 2a 2 + 3b 2 = ỗab o 2a 2 - 5ba + 3b 2 = 0oasbva = 


3b 


+ Với a = b o Vx 2 - 4x - 5 = \/x + 4 _ 

5 + Vẽĩ. 5-V6Ĩ 


ox 2 -5x-9 = 0<=>x = 


;x = 


(loại) 


* __ g _ 

+ Với a = ~b <=> Vx 2 - 4x -5 =^Vx + 4 

2 z 


o 4x 2 — 25x — 56 = 0 c 
Vậy nghiệm của phương trình đẵ cho là: X = 


4x a -25X-56 = 0 o X = 8 ; x = --Ị(loại) 


5 + M 


vx = 8. 


Bài 6: Giải phương trình sau : 5>/l + X 3 = 2(x 2 + 2) (1) 



Giải 


Điều kiện: X £ 1 


(1) o 5Ặx + 1) (x 2 - X + 1) = 2(x 2 + 2) (2) 

a 2 =x + l 

b 2 = X 2 - X +1 


Đặt: 


(a = \/x +1 £ 0 

b = >/x 2 - X +1 £ 0 
’ 2 +b 2 = X 2 + 2 


=>a+D=x+* 

Phương trình (2) o 5ab = 2(a a + b 2 ) 


o 2a 2 — ỗab + 2b 2 =0oa 


;a = 2b 


+ Với a — ^ <=> 2>/x + ĩ — >/x 2 — X + 1 

c> X 2 - 5x “ 3 = 0 o X = -——^ (*) 

+ Với a = 2b <=> VxTĨ = 2>/x 2 -x + 1 o 4x 2 -5x + 3 = 0 
phương trình nắy vô nghiệm. 

' 1S . 5-V37 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X - 


Đài 7: Giải phương trình 


Điêu kiện: X £ -2 


: +1 = 2vx 2 - X + 1 o 4x - 5: 

’ô nghiệm. _ 

. _■ 1S 5 “>/37 
trình đã cho là:. X “ — 2 — • 

sau: 10>/x 3 + 8 = 3(x 2 - X + 6) 

Giải 


( 1 ) 





(1) o 10ẶX + 2) (x 2 - 2x + 4 ) = 3 (x 2 - X + 6) 

Đạt: Ị a = ' í* 7 *- 0 => K = x ; 2 

b = -s/x 2 - 2x + 4 > 0 b 2 - X 2 - 2x + 4 

=> a 2 + b 2 = X 2 - X + 6 

Phương trình (1) trở thành: 

10ab = 3 ífl 2 + b 2 ) <=> 3â 2 — lOab + 3b 2 “ 0 o a =7 V ấ = 3b 

3 

+ Với a = ^ <r> 3Vx + 2 = Vx 2 - 2x + 4 o X = 11± ^Ị^ 

3 ■_ 2 

+ Với a = 3b o 7x + 2 = 3\/X 2 — 2x + 4 

<=> 9x 2 — 19x + 34 = 0 (phương trình này vô nghiệm ) 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = — ỉ-^ĩ. 



a = yj7x +1 ía 3 = 7x +1 



(1) trở thành: a + b + c = 2 => (a + b + c) 3 = 8 (2) 

Lại cd: a 3 + b 3 + c 3 = 8 ( 3 ) 

Từ (2) và (3) => a 3 + b 3 + c 3 = (a + b + c) 3 

<=> a 3 + b 3 + c 3 =(a + b) 3 + c 3 + 3(a + b) 2 c + 3c 2 (a + b) 

<=> a 3 + b 3 + c 3 = a 3 + b 3 + c 3 + 3a 2 b + 3ab 2 + 3a 2 c + 3b 2 c 

+ 6abc + 3c 2 a + 3c 2 b 
o a 2 b + ab 2 + a 2 c + b 2 c + c 2 a + c 2 b + 2abc = 0 
o (a + b)(b + c)(c + a) = 0 <=> a =*-b ;b = -c;c = -a 

+ Nếu a = -b o %7x + l = yjx 2 -x-8 <=>7x + l = x 2 -x-8 

<=>x 2 -8x-9 = 0o x ~ * 

|_x = 9 

+ Nếu b = -c o ị/x 2 - X - 8 = yfx 2 - 8x- l o x = i 
+ Nếu c = -a o \lx 2 - 8x -1 = -ệjĩx ĩ 1 
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o X 2 -8x-1 = -7x-1 <=>x 2 -x = 0o 


X — 0 
X - 1 


Thay các giá trị X € {-1,0,1,9} vào phương trình đều thoả mãn. 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = {-1,0,1, 9}. 


Bài 9: Giải phương trình sau: 

^/(2 - x) 2 + ^(7 + x) 2 = 3 + 3/(7 + x)(2 - x) 


(1) 


Giải 


Đặt: 


a = 1/2 - x 

b = 3/7 + X 


a 3 = 2 - X 
b 3 = 7 + X 


a 3 + b 3 =9 


Phương trình (1) 

a 2 + b 2 - ab = 3 

<=> ì . » 

a 3 + b 3 = 9 


a 2 + b 2 - ab = 3 
(a + b) (a 2 + b 2 - ab) = 


a 2 +b 2 -ab = 3 ía + b-3 


a + b = 3 


(a + b) 3 - 3ab - 3 


a + b = 3 
ab = 2 


a, b là nghiệm của phương trình: X 2 - 3X + 2 = 0 o 


a = 1 fa = 2 

b = 2 V lb = 1 


+ Vđi 

lb = l 5/771 = 1 


X = -6 


X = -6 


<=> X = -6 


+ Với 


a = 1 
b = 2 


-X =1 
+ X = 2 


X = 1 
X = 1 


<=> X = 1 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = -6; X = 1 . 


i 10: Giải phương trình sau: 

- 7x + 8 + 3/x 2 - 6x + 7 - ^2x 2 - 13x -12 = 3 


( 1 ) 



1 
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a + b + c = 3o(a + b + c)=27 
Từ (2) và (3) => (a + b + c) = a 3 + b 3 4- c 3 

ía = -b 

<=> (a + b)(b + c)(c + a) = Oo 


( 3 ) 


b = -c 
L c - -a 

+ Với a = -bthì ^/x 2 “7x + 8 = -V? - 6x + 7 

o 2x 2 - 13x +15 - 0 o X - ậ V X 

2 

+ Vớib = -cthì 3/x 2 -6x + 7 =^/2x 2 -13X-12 

2 

+ Với c = - a thì \/2x 2 - 13x -12 = >/x 2 - 7x + 8 

<=> X 2 - 6x - 20 = 0 o X = 3 ± \/29 
Thay các nghiệm trên vào (1) ta thấy đều thỏa mãn. 
Vậynghiệmcủaphươngtrìnhlà: 

3_*_ 

:x = t»:x = — 

2 


= 5 


... ứ.„ e ... 7 ± Ỗ\Í5 __ 0j _ ỈSX 

x = ^;x = 5;x = ——r—; X - 3 ± V29 
2 ° 


w - 

Chuyên đề 5: i Đặt ẩn -phụ đưa về hệ phương trinh 

Cách giải 

Dạng 1: Phương trình có dạng: X 4 + b = a>/ax ± b (n e z + ;n ằ 2) 
• Đặt: t = yíãx ± b 



1. 




Đặt: t = yfã X ± b 
Đưa về hệ đối xứng. 


• Đưa về hệ đối xứng. 

- r ———— fm > 2 

Dạng 2: tya - f(x) + 3yb 4- f(x) = c; m,neZ ;j > 2 

u = ^a-f(x) fu n = a-f(x) _ 

• Đặt i , =>( _ . '=>-u + V = a 

V = ib + f(x) |v m =b + f(x) 


u n = a— f(x) , 

_ => u + V =a + b 

v m = b + f (x) 


Kết hợp với phương trình đã cho ta được hệ: 


u + V = c 
u n + v m = a + b 





Điều kiện: X £ -5 
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Giải 

Đặt: t = 3/2x-l => t 3 = 2x-l 
Phương trình (1) trở thành: 

í X 3 + 1 = 2t fx 3 + l = 2t 
t 3 = 2x -1 t 3 +1 - 2x 

V. 

Lấy (2) - (3) ta được X 3 -1 3 = 2 (t - x) 
<=> (x-t)(x 2 + xt + t 2 ) + 2(x-t) = 0 


( 2 ) 

(3) 


X — t 

<=> (x - t)(x 2 + xt +1 2 + 2) - 0 o - „ 

v n } L x + xt+t +2 = 0 

Phương trình (4) có A 1 = t 2 - 4 (t 2 + 2) = -8 - 3t 2 < 0; 

đo đó (4) vô nghiệm. 

Với X = t thế vào (2) ta được: 


(4) 


o 


ung uum LU L\ị — L ^ l/ T — —o - 

ĩó (4) vô nghiệm. 

X = t thế vào (2) ta được: 

X 3 -2x +1 = 0 <=> (x-1)(x 2 + x-l) = 0 
r__ 1 Tx = 1 

X = 1 

2 , „ _ 1 _ n ^ „ -1 ± Võ 

X + X -1 - 0 X = ——— - 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 1 V X = 


-1±V5 
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Bài 3: Giải phương trình sau: 3íẬ + X + J— - X = 1 

2 V 2 


Giải 


Điều kiện: X < 


Đặt: 


I —. 

[1 r 

a = 3 

'— + X 

V 

2 


/T - =H 

b = 

íỉ-x ằO 

1 V 

2 l 


3 1 

a = - + X 


1 2 1 
b = — - X 

2 


o a 3 + b 2 = 1 


Ja 3 +b 2 =l fa 3 +b 2 =l 3 ,, 

r , o “ _ =>a 3 + (l-a) =1 

a + b = 1 ịb = 1 - a 

_ 3 2 ’ fa = 0 

oa + a - 2a = 0 o í . ^oa = 0;a = 

a 2 + a - 2 = 0 


l;a *= “2 


1 1 

+ Với a = 0 o ?/■£■ + x= 0ox = --r 

2 2 

+ Với a = 1 => 3 |ỉ + X = l o X S5 — 

2 2 

+ Với a = -2o3/i + x = -2ox = - 17 


+ VƠI a = —£i o pị~ + X = —2 o x = — 

V 2 2 

• 1 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = ± ^ ; X = 

' 2 




Giải 


Đặt: í 


í.-« 


b = vĩ! 


+ X 


a 3 = X 2 - 1 
ịb 3 = 18 + X 2 


b 3 -a 3 


19 


Phương trình đã cho trd thành hệ: 


ía + b = 5 
b 3 - a 3 = 19 


a = 5 - b 

3 


[b 3 - (5 - bỴ = 19 


2b : 


15b 2 + 75b -144 = 0 o (b-3)(2b 2 - 9b + 48) = 0 


b = 3 

ị_2b 2 - 9b + 48 = 0 (phương trình này vô nghiệm ) 

+ Với b = 3 o Ựl8 + X 2 = 3 o X = ±3 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm: X = ±3 
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Bài 5: Giải phương trình sau: 


Giải 


Điều kiện: 2 < X ^ 6 

a = Vx - 2 > 0 [a 4 = X - 2 4 

Đặt: < "__ =>«! " => a 4 H 

b = ịỊ6-x>0 b 4 =6-x 

Phương trình đã cho trở thành hệ: 

ía 4 + b 4 = 4 í(a 2 + b 2 ) 2 - 2a 2 b 2 = 4 

« /-<=> r ' 

a + b = V2 a + b = V2 


a 4 + b 4 =4 


<=> 


2a 2 b 2 - 8ab = 


a + 


b = >/2 


ab = 0 V ab = 4 


a + 


b = n/2 


+ Với 


ab = 0 


a + 


b = >/2 


a = 0 
b = 0 


a + 


h - 


X = 2 

X = 6 


ab = 4 

+ Với >1 _ => a, b là nghiệm của phương trình: 

a + b - V2 

X 2 - \Ỉ2x + 4 = 0 (phương trình này vô nghiệm) 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:x = 2vx = 6. 


Bài 6: Giải các phương trình sau: 

1. x + V 2 - X 2 + x>/2 - X 2 = 3 

* 

2. Vl-x 2 + 2\/l - X 2 =3 


Giải 

Điều kiện: -V2 ắxắ >/2 

a = x;|a| ía 2 = X 2 

Đặt: ^ . ... - => <, „ ’ , 

b = V2-x 2 £0 Ịb 2 =2-X 

V. 

Phương trình đã cho trở thành: 

fa + b + ab = 3 ía + b + ab = 3 


Đặt: 


= 2 - x : 


a 2 + b 2 =2 


a 2 + b 2 =2 


<=> 


(a + b) 2 - 2ab = 2 

ía + b = 3-ab 
ịab = i 

a + b = 3-ab 
lab = 7 


a + b = 3 - ab 
ab = 1 
ab = 7 


o 


a + b = 2 
ab = 1 

a + b = -4 
ab = 7 


vô nghiệm 


a, b là nghiệm của phương trình: t 2 -2t+l = 0ot=l 
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Suy ra a = b = 1 o X = 1 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm duỵ nhất X 


= 1. 


Điễu kiện: -1 < X < 1 


Đặt: 


a = 


- X 2 > 0 


b = yJĨ—HF s 0 ìb 3 =l-x 


a 2 = 1 - x' 


a 2 = 


Phương trình đã cho trở thành: 


a 2 = b : 


<=> 


a + 2b = 3 a = 3-2b 


a 2 = b : 


(3 - 2b) 2 = 0 


ob 3 -4b 2 +12b-9 = 0o(b-l)(b 2 -3b + 9) = 0 
»b = lvìb 2 -3b + 9 = 0(vô nghiệm) 


=>a = l=>vl-x 2 = lox = 0 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 


Bài 7: Giải phương trình sau: V313 + X + 13 - X = 6 


Giải 


Điều kiện: -313 ^ X £ 313 


Đặt: 


a = V313 + X >0 ía 4 = 313 + X 


b = 


_ 4 , 


- X > 0 ìb 4 = 313- X 


a 4 +b 4 =626 


Phương trình (1) trở thành hệ: 

ía 4 + b 4 = 626 _ ía 4 + b 4 = 626 
1a + b = 6 ìb=6-a 


==> a 4 + (6 - a) 4 = 626 o a 4 + (a - 6) 4 = 626 (2) 
Đặt: t = a - 3 ầ. -3 thì (2) trở thành: 

(t + 3) 4 + (t - 3) 4 = 626 2t 4 + 108t 2 - 464 = 0 

ft 2 =-58 < 0 (loại) 

° _t 2 = 4 

. ra = 5 => b = 1 

+ Với t 2 = 4 => t = ±2 o 


a = 1 => b = 5 


-Với 


a = 5 ÍV313 + X = 5 

< _ 


b = 1 


- X = 1 


o X = 312 


-Với 


a = 1 U/313 + x =1 


b = 5 Ì4/313-X =5 


<=> X = -312 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = ±312 . 
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Mt 


Giải 


a = 3/sin 2 x;0 ắaắl [a â = sin 2 X 33 
Đặt: < , =>i, o 2 = >a +0 

b = %Jcos 2 x; 0 ^ b ^ 1 Ịk “ cos x 

Phương trình đã cho trỡ thành: 

ja 7b* = 1 í(a + b)[(a + bf-3ab] = 1 f a + b = ^ 

a + b = >/4 a + b = ^/4 ab = w 

=> a, b là nghiệm của phương trình: X 2 - >/ĨX + JỊ= = 0 

Ị— >/sin 2 X = ỉ >/4 

oX -ệ=».-.b-ỉw=>r 

2 2 45?ĩ=ỉtfĩ 

l 2 

[. 2 1 

sin X = — _ m _. 

o < 2 o cos2x = 0 <=> X = “ + ~2“( m e 


cos X = — 
2 


. _ , „ li mít , _„v 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = — + 2 l m e L ) • 


Bài 9: Giải phương trình sau: 9,+ VõTTĩ = X 
■ ' Giai 


Điều kiện: X > 0 

Đặt: a = 9 + Vx=>a>9 

Phương trình đã cho trở thành: I Ị— ^ >/& - = x ” 

[9 + vx = a 

o^-VĨ + (^-^)(^ + '/?i = 0 
o (Vã - Vx)(l + <yã + -Jĩ) = 0 o Vã = Vx thế vào (1) ta được: 

^ r- „ „ c 1 + V37 

9 + vx = X « x-vx-9 = 0<=>vx = —^— 
o X = ỉ (38 + 2 V 37 ) hay X = ỉ Ịl9 + >/37 Ị 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = — (19 + >/37ì 
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Bài 10: Giải phương trình 



2 - 3x - 2 


Giải 


-x + 2 


. í 2x 2 -1 > 0 

Điều kiện: ị „ o 

X 2 - 3x - 2 > 0 


x ^ - 


X > 


Đặt: 


a = V2x 2 -1 > 0 
b = Vx 2 - 3x - 2 > 0 
c = \/2x 2 + 2x + 3 > 0 
d = Vx 2 - X + 2 > 0 

a 2 - b 2 = X 2 + 3x +1 


c 2 - d 2 = X 2 + 3x + 1 


72 

3 + VĨ7 1 

2 

= 2x 2 -1 

= X 2 - 3x - 2 
= 2x 2 + 2x + 3 

= X 2 - X + 2 


(*) 


a 2 - b 2 = c : 


Phương trình đã cho trở thành: 

Ja + b = c + đ ja + b = c + d 

|a 2 -b 2 =c 2 -d 2 °ị(a + b)(a~b) 
ía + b = c + d ía = c ía 2 =c 2 


= (c-d)(c + d) 


a-b = c-d 


b = d °| b 2 - d 


a 2 = c 2 


o 


2x 2 -1 ss 2x 2 + 2x + 3 

X 2 - 3x - 2 = X 2 - X + 2 


X = -2 

X = -2 


o X = -2 


Nghiệm X = -2 thỏa mãn điều kiện (*). 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = -2. 

Bài 11: Giải phương trình sau: yỈ81x - 8 = X 3 - 2x 2 + — X - 2 

3 


Giải 

Đặt: 3y = 781x - 8 + 2 => \Í8Ĩx - 8 = 3y - 2 

=> 81x - 8 = (3y - 2) 3 = 27y 3 - 2.27y 2 + 36y - 8 


3x = y 3 -2y 2 + -y 

3 


Từ đó (1) chuyển về hệ: 


3y — X 3 -2x 2 + ^-x 

3 

3x = y 3 -2y 2 + ^y 


( 2 ) 


(3) 


( 1 ) 


Lấy (2) - (3) ta được: 
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3(y - x) = X 3 -y 3 + 2(y 2 -x 2 ) + -(x-y) 


/ 


«>(x-y) X 2 + xy + y 2 -2x- 2y + -Ệ 


= 0 




X = y 


13 


X 2 + xy + y 2 - 2x - 2y + ~ SB 0 (4) 

o 


. o.. ,Ị3 = 0 


Phương tình (4) o X 2 + (y - 2) X + y 2 - 2y + 

A, = (y -2) 2 -4Íy 2 - 2y + « -3y 2 + 4y 

Lại có: A = 4 - 40 = -36 < 0 

=> Ày < 0 Vy => phương trình (4) vô nghiệm. 

Vđi X = y thế vào (2) ta được: 


40 


2 4 


X - 2x + — X = 3x o 


X = 0 



X = 0 


X = 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho ỉà: X = 0; X = 

ị 4 

- . - é 

Bàỉ 12: Giải phương trình sau: ^x-9 = (x - 3) 3 + 6 


3±2> /ẽ 
3 

3±2Vẽ 


Gỉải 

* (x - 3) 3 + 6 <=> + 3 = (x - 3) 3 + 9 

Đặt: a = ^x-9 4- 3 => X - 9 = (a - 3) 3 <» (a - 3) 3 4- 9 = X 

í / a\3 /\ 


Đặt: a = vx - 9 + 3 => X - 9 = (a - 3) « (a - 3j 4- 9 = 

. .íx = (a-3) 3 + 9 

Phương trình đã cho trở thành hệ: < v 7 (1) 

Ịa = (x-3) 3 4-9 

=> X - a = (a - 3) 3 - (x - 3) 3 

o x-a-(a-x)[(a-3) 2 +(x-a) 2 +(a-3)(x-á)J 

o (a - x) T(a - 3) 2 4- (x - a) 2 + (a - 3) (x - a) +1J = 0 
a = X 

° (a-3) 2 +(x-a) 2 +(a-3)(x-a) + l s= 0 (2) 

I u = a - 3 


thì (2) o u 2 + vu + V 2 + 1 = 0 
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A = V 2 - 4 (v 2 +l) = -3v 2 —4 < 0 
phương trình này vô nghiệm => (2) vô nghiệm. 


+ Với a = X thế vào (1) ta được: 

, .3 ' fx = l 

(x-3) -x + 9 = 0<=> „ ^ ^ . 

[x - 8x +18 = 0 (phương trình này vô nghiệm ) 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm: x=l. 


Bài 13: Giải phương trình sau; 

1 6 1 


-L ■ V 

f 3x +10 ^(x + 2) (3x +10) = 7x + 2 


Giải 


Điều kiện: X > -2 

ía = V3x +10 > 0 
Đặt: ị 1—— 


b = Vx + 2 > 0 


a 2 = 3x +10 


~ : ” => a -3b =4 

3b 2 = 3x + 6 


Phương trình đã cho tương đương vđi hệ: 
ía 2 -3b 2 =4 ía 2 - 3b 2 = 4 


1 6 = 1 
a ab b 
a 2 - 3b 2 = 4 
a -b = 6 


6 11 _ a-b 

ab b a ab 

* 2 - 3b2 = (6. 
a = 6 + b 


(6 + b) 2 - 3b 2 = 


<=> 2b 2 - 12b “ 32 = 0 o 


b - 8 


b = -2 (loại) 


Vđi b = 8 => a = 14 


ix + 


= 14 


7x72 = 8 


o X = 62 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 62. 


Bằi 14: Gỉẳi phương trình sau: 


1 12 , / 2 . 12 
12 ““? + J X + “? 

X V X 


X 2 + 


25 

12 


Giả ỉ 


Điều kiện: 12- 


> 0 o X 2 -1 > 0 o Ixl £ 1 


a = 


Đặt: 


b = 


12 - ỉ §*0 

X 2 

?+Ịf>0 

X 2 


= 12 


12 

X 2 

12 
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=> a 2 4- b 2 = 12 4- X 2 
Phương trình đã cho trở thành: 

a + b = x s +”Oa + b = x 2 +12 + i 

12 2 

oa + b = a 2 + b 2 +4 

2 


+ b - ^ = 0 <=> a = b 

I 2; 


Mặt khác: X £ 1 

1 I 


„2 12 - 
X+ 2 > 1 

X 2 


I 2 12 - 

X 4- >1 

X 2 


b > 1. Do đó phương trình đã cho vô nghiệm. 


Bài 15: Giải phương trình sau: 


X + 


- X - 


Giải 


- X 


- X 


= 9- 


( 1 ) 


Đặt: 


a = ^10 - X 

b = Vẽ^x 


Và a s -b 3 =2 


a 3 = 10 - X => a 3 + b 3 = 18 - 2x => ỉ (a 3 + b 3 ) 

b 3 = 8 - X 


a - b =2 

Khi đó (1) trở thành: ị a + b _ 1 / & 3 + 

a - b _ 2' a * 


a 3 - b 3 =2 


2(a + b) = (a - b) (a 4-b) (a 2 -ab + b 2 ) 


fa 3 -b 3 =2 _ a â -b 3 =2 

<=> , z (I) v 7- 7,/, (II) 

[a + b = 0 Kỉ Ị(a-b)(a 2 -ab + b 2 ) = 2 

ía 3 - b 3 = 2 _ fa = 1 _ = 1 

[a + b = 0 Ịb = -1 [>/8 - X = -1 

fx = 9 - 

<z> < - <=> X = 9 

[3/8-X = -1 

Ja 3 -b 3 = 2 

Hệ (II): |(a-b)(a 3 -ab + b 2 ) = a 3 -b 3 =(a -b)(a 3 + ab + b 2 ) 

[a 3 -b 3 =2 ía 3 -b 3 =2 

|a 2 - ab 4- b 2 = a 2 + ab + b 2 |ab = 0 
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b 3 =2 ía 3 =2_ 

o< ^ V<, ox = 10vx = 8 
la = 0 b = 0 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X e {8; 9; 10} 


? \ 3 

Bài 16: Giải phương trình sau: (8 cos 3 X +1) = 162 cos X - 27 (1) 


Giải 

Đặt: a = 2 cos x; -2 £ a < 2 

Phương trình (1) trở thành: (a 3 +1) 3 = 81a 

Lại đặt: a 3 +1 = 3b 

. ... Í27b 3 = 81a ~ 27 íb 3 


-27 


Khi đó ta có hệ: 


3b = a 3 + 1 


o 


= 3a - 
= 3b - 


( 2 ) 


Ị^OD = a + ± ^a = ÓD -1 

b 3 - a 3 = 3(a - b) <=> (b -a) (a 2 + ab + b 2 + 3) = 0 

fa = b 


|_a 2 + ab + b 2 + 3 = 0 (3) 

Phương trình (3) có: A = b 2 - 4 (b 2 + 3) = -3b 2 -12 < 0 
nên (3) vô nghiệm. 

+ Vđi a = b thế vào (2) ta được: a 3 - 3a +1 = 0 

1 

o 2(4cos 3 X -3cosx) = -1 <=> cos3x = “ 

__, n k2n „v 

9 + 3 ( keZ ) 

/ _ 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: x = ỉ| + —~(k e z). 
__ 9 3 


Bài 17: Giải phương trình sau: 4x 2 + yj2x +1 + 5 - 12x 


Giải 

Điều kiện: X > 0 

Đặt: >/2x +1 = ay + b=>2x + l = (ay + b) 2 = a 2 y 2 + 2aby + b ! 


Dặt: y/Zx + 1 =ay + D=>2X + l = (ay + 0 

» Tìm a, b để hệ sau cố dạng đối xứng loại 2. 
Í4x 2 + av + b + 5 = 12x Í4x z -12: 


14x + ay + b + 5 = 12x j 4x - 12x + aý + b + 5 = 0 

2x +1 = a 2 y 2 + 2aby + b 2 a 2 y 2 + 2aby + b 2 -1 = 0 

Hệ trên là hệ đối xứng loại (2) 

a 2 _ 2ab _ 2 = b 2 -1 ^ ía = -2 
° 4 - 12 “ a " b + 5 lb = 3 

a 


Như vậy ta được: V2x +1 = -2y + 3 
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Điều kiện: -2y + 3>l=>y<l 

_ Í4x 2 -12x-2y + 8 = 0 

Ta có hệ: ị „ _ _ _ _ 

[4y 2 + 12y - 2x + 8 = 0 

=>2(x 2 -y 2 )-6(x-y) + x-y = 0 

r 


2x 2 - 6x - y + 4 
2y 2 - 6y - X + 4 


= 0 ( 1 ) 


o (x-y)[2(x + y)- 5 ] = 0o 


x = y 

5 

X + y = — 
J 2 


Với X = y thế vào (1) ta được: 

r 7±vữ 

X =-J- 

2x 2 - 7x + 4 = 0 <=> _ ^ 

7 + VĨ7 


2x 2 - 7x + 4 = 0 <=> 


X = 


(loại) 


(vì y = X < 1) 


I_ » 

5 5 5 

Với x + y = ^=>y=-r-xta được: 2x 2 - 6x - ^ + X + 4 

2 2 2 

X = 5 (loại do y < 1) , 

o2x 2 -5x + ^ = 0o 4 

2 . 5 + VĨ3 

X = —■— 7 — 

4 

7-VĨ7 

X = --7- 

4 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: 


X “ 


X = 


X = 


5+VĨ3 


Bài 18: Giải phương trình sau: 

x 3 + (3-a 2 )a = 3^3x + (x 2 - 


( 1 ) 


• 9 • 


Đặt: t = ĩ Sx + (x 2 - 


Phương trình (1) trở thành: 


► t 3 = 3x + (x 2 - 3 ) í 

x 3 + (3 - a 2 ) a = 3t 
t 3 = 3x + (a 2 - 3 ) a 


X 3 — 3t = (a 2 — 3 ) a (2) X = t 
^ \ 3 - 3x = (a 2 -3)a 0 _x 2 + tx +1 2 + 3 = 0(*) 

Phương trình (*) có A = t 2 - 4 (t 2 + 3 ) = -3t 2 -12 < 0 nên (*) luôn vô nghiệm. 
+ Với X = t thế vào (2) ta được: 
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1. 


2 . 


3. 


X 3 - 3x = (a 2 - 3) a <=> X 3 - 3x - a 3 + 3a = 0 


ề 

o 


(x-a)( 


X 2 + ax + a 2 


3) = 0 


X = a 

X 2 + ax + a 2 - 3 = 0 

2 


|_x + ax + a 
3) = 12 - 3a ! 


(3) 


Phương trình (3) có: A = a 2 - 4 (a 2 
Nếư A < 0 o 12 - 3a 2 < 0 o |a| > 2 thì (3) vô nghiệm nên (1) có nghiệm 
duy nhất X = a. 

Nếu A = 0 o a = ±2 thì (3) có nghiệm kép: x 0 


-5 = ±1 nên (1) có 

2 


nghiệm: 


X = 2 V X = -1 nếu a = 2 
X - -2 V X = lnếu a = - 2 


Nếu A > 0 <=> -2 < a < 2 thì: 
a. Nếu (3) có nghiệm X = a. 
Từ (3) => a 2 + a 2 + a 2 - 3 = 0 


a = ±1 


+ Nếu a = 1 thì (3) trở thành: X 2 + X - 2 = 0 o 


+ Nếu a = -1 thì (3) trở thành: x 2 -x-2 = 0o 

, f-2<a<2 
b. Nếu J 


X = 1 

X = -2 
X = -1 
X = 2 


Im 

r o > n > o 

i <a< thì (3) có hai nghiệm phân biệt khác a. 
Ịa * ±1 

, —ạ ± >/12 — 3a 2 

X = —-^- 


Tóm lại: 

+ Nếu ịa| > 2 thì (1) có nghiệm X = a 


+ Nếu 


a = 2 
a = -1 


— \ — ỉ — * 

thì (1) có nghiệm X = 2 V X = -1 


+ Nếu 


+ Nếu 


a = -2 

thì (1) có nghiệm X =-2 V X = 1 

a = 1 

► 

-2 < á < 2 


a & ±1 


thì (1) có ba nghiệm phân biệt: 


X = a 

-a ± Vl2 - 3a 2 
x= - 2 — 
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chuyên ấề 6: Phương -pháp Cượng giác hóa 


1. Các đặc trưng 

Khi ẩn X e [-a, a] với a > 0 thì đặt 


a. 


X = a sin t 


'-Ịstíĩ' 
2 2 


b. Khi ẩn 0 £ X £ a thì đặt 


X = acost(0 ắtắs) 

/ 


x= asin 2 t 




o*t*f 


u. AVI 11 aii V ^ A J a UUM > 

X = a cos 2 1 [ 0 £ t £ £ 

L l 2 

c. Khi phương trình chứa Vx 2 -a 2 thì đặt X = a 

đặtx=-Ặ-vđit e r-ỉ^i\{0} 
sint 2 2. u 


7t 


cost 


với t € [0,7t] \ \ị 


► hoặc 


d. Khi phương trinh chứa Vx 2 + a 2 thì đặt X = atant 


_ _\ 
u . X 

- — < t < -7- 


2. Bài tập 

Bài 1: Giải phương trình sau: 


>/l + Vl-x 2 ^(i+x) 3 -ự(l-x) 3 J = -^ + ^ 


Giải 

Điều kiện: -1 ồ X ồ 1 
Đặt: X = cost;0 £ t £ X => sint £ 0 
Phương trình (1) trở thành: 


yịĩ + n/Ĩ- 


cos t 


^(1 + cost) 3 -yj( l-cost) 8 = -JL 

31 . 31 \ 2 sint 

ỉ cos^-sin I =-^ + ^ 


2 ll-cos 2 t 
+ 


2 sint 

V3 + V5 

\/ ị t 

1 + sin cos 

2 2 


<=> 2\/l + sintVỖ cos 3 ^ - sin 3 = 

^ 2 2/ 

rr^ t . t ^ f_t . t 

<=> 2V2 cos ị + sin ị J Ị^cos ~ - sin — 

* 

4 

<=> (2 + sint)(V6cost-lỊ'= 0 

, _ 1 _ 1 

o cos t — -~rf => X — Ị— 

; Vẽ Vẽ 

• 1 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: X = -7 


V 


2 + sin t 

X 


Vẽ 
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Bài 2ỉ Giâi phương trình sau: 

/ì . ,2V /. 


' l + a 
^ 2a 






1 -a 
2 a 


ỈV 


= 1 (1) với 0 < a < 1 




Gỉảỉ 


Vđi 0 < a < 1 


Phương trình (1) 




1 + a 


2 V 1 


2 a 


= 1 + 


'l-a 2 ^ 




2 a 




Chia hai vế cửa phương trinh trên cho 




1 + a 
2 a 


2 V 


ta được: 




/ 


2 V 


1 = twj + j 

m / _\ 

Vì 0 < a < 1 nên đặt: a = tg ^ ti}ì (p € 0,^ 

2 V 2 ) 

Do đố (2) trở thành: 1 = (sincp) x + (cos<p) x 

e 


( 2 ) 


(3) 


+ Nếu X < 2 thì: 


(sin <p) x > sin 2 9 

4 

(cos (p) x > cos 2 (p 


(sin <p) x + (cos <p) x > sin 2 <p + cos 2 <|> = 1 nên (3) vô nghiệm. 

r . 


+ Nếu X > 2 thì 


(sin <p) x < sin 2 (p 
(cos <p) x < cos 2 <f> 

=> (sin (p) x + (cos cp) x < 1 => (3) vô nghiệm. 

Do đố phương trình (3) chỉ cố thể cố nghiệm X = 2. 


Bàĩ 3: Giải phương trình sau: 

t 

X 3 + = x^2(l-x 2 ) 

(1) 


Giải 


Điều kiện: 1-x 2 ^Oo-Uxắl 
Đặ: X = cost;t e [0,;n] => sint 2:0 

Phương trình (1) trở thành: 

cos 8 1 + Ậl - cos 2 1) 3 = cos t^2 (ĩ- cos 2 1) 

<=> cos 3 1 + sin 8 1SB y/2 cos t. sin t 

<=> (cos t + sin t) (1 - cos t. sin t) = y/2 cos t. sin t 


( 2 ) 


(3) 
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Đặt: y = cos t + sin t .= Vãsin t + -f 
J { 4 

Vđi 0 <í t <; 71 thì y € [-1, ylĩ] 

Phương trình (2) trô thành: 


\ 


) 


/ 


1- 


y 2 -l 


\ 


- 72 y - = 0 o y(3-y 2 )">/2(y 2 -l) = 0 


y 3 + \/2y 2 - 3y - yj2 = 0 


ọ (y-^)y = 0 


y = \Í2 

y 2 + 2\/2y + 1 = 0 


y = V 2 
y = -V2 -1 (loại) 

y = —\Ỉ2 +1 


+ Với y = V 2 <=> V 2 sin t + 4 = V 2 o t = ^ + m 

l 4 ; 4 

Y -N 

Với y = -V 2 + 1 y/2 sin t + -7 = -V2 +1 

47 

o sin t + cos t = ĩ - V 2 o Vl - X 2 + X = 1 - V 2 

Íaỉm 4- - ./1 _/»AO^ f - »/1 _ 1 


t + —ì = V2 o t = Ị + m27t 

4 


X = cos t = 


V 2 

'2 


+ Với y = -n/ 2 +1 o V 2 sin 


í sin t = Vl - cos 2 1 = Vl - X 2 j 

/■ r— 


<=> Vl -X 2 = l- V2-xo^ 


Xắl-^ 

1-x 2 = 3 - 2 V 2 - 2 ( 1 -V2)x +X 


í-1 


2 


<=> -s 




2x 2 - 2 Ịl - X + 2 - 2 V 2 = 0 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: 


1-V2-,/iV 2 ^ĩ 


X = 


ì-^-^TĨ 



Giải 


Điều kiện: -1 < X < 1 

Đặt: X = cos t; t € (0,7t) => sint > ó. 

Phương trình đẫ cho trỡ thành: 

1 , 1 
+ 


1 1 1 
1 - Vl “ cos t 1 + Vl + cos t Vl - cos 2 t 


58 




o 


i X _ 

1 -\Í2 sin ị + 1 + \/2 cos ị 


2 + V 2 


2 

/ 


<=> 


V 


_ t . -t' 
cos — - sin -r 

2 2 




rnmmrm 

1 + 72 


/ 


tì 


. sin t = 1 


( 1 ) 




cos -r - sin „ 
2 2 


- sint 


/ 


t , t /— 

Lại đặt: y = cos ^ - sin — = V2 cos 

2 2 




Với 0 < t < n thì y € (-1,1) => y 2 = 1 -sint => sint = 1-y 

(2 + 7Ì2y)(l-y 2 ) 

Khi đó (1) trở thành: ^- = - L y: -r( - 1 

l + 72y-(l-y 2 ) 

o (2 + 72y)(l-y 2 )-y 2 -72y = 0 o 72y 3 +3y 2 - 2 = 0 

V - 1ỈẴ 1 ^72y 2 + 4y + 2 \Ỉ2 j = 0 




\ T _S 

y 2 

Tãy 2 + 4y + 2 = 0 


+ Với y = 


72 


72 


cos 


y = ề ■■ L m £. 

y a f o y 2 

Ịy + Tã) 2 =0 _y = -72 (loại) 

2EÌ - ^ỊẤ 

4 }" 2 


71 


cos -f + — I 
V.2 4 ) 


1 

2 


ít , 

~ + 

1,2 4 


t . n 71 

+ m27i 

2 4 3 

t 7t 71 n _ 

+ — = --T- + 2m7t 
2 4 3 




(m € Z) 


<=> 


t = — + 4m7i 
6 

t = + m47t 

6 


+ Với t e (0, tu) => t = 


71 


Nghiệm của phương trình đã cho là: X = cos t = 


73 
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Bài 5: Giải phương trình sau: \Ịl + ỹfĩ~- 



Gỉải 

1 


. , X > 0 1 

Điều kiện: •{" , „ A o 0 < X £ 4 

ll-4x 2 >0 2 


Đăt X = 4 cos t, te 0, Ị thì phương trình đã cho trở thành: 

2 L ' 2j 

2>/l + Vĩ- cos 2 1 = cos t í 1 + Vl + 2 VĨ-COS 2 1 
o 2 Vĩ 4 * sin t — cos t Ịl 4* VTT^nũ) 

y ' 

<=> 2 sin i + cos 2 = ^ cos 2 ~ ố * n 2 ) ( C0S 2 + s * n 2) (1 + ^ + 2 sin *) 

<=> 2 = sin 4 - cos í-1(l +Vl + 2sint) (2) 

2 


<=> 2 = (sin4 -cos4Ì(l + Vl + 2sint) 

1, 2 2j v ; 

vì 0 < t <, 4 nên sin4 + cos4 > 0 
V 2 2 2 

t t 2 

Đặt y = cos 4 - sin 4 => sin t = Ị - y 2 

2 2 


Với 0 < t <, ^ => y G [0,1] 

Khi đó (2) trở t hành: 

2 = y"l + ^l + 2(l-y 2 } 


<=> 2-y = y Jĩ- 2y : 


o (2-y) 2 = y 2 (3-2y 2 )o2y 4 -2y 2 -4y + 4 = 0 

<=> (y - l)(y 3 + y 2 - 2 ) = 0 <=> (y -1) 2 (y 2 + 2ỵ + 2 ) = 0 


=>y = l 

„ t . t 

Với y = 1 cos-f - sin 4 

2 2 


= lot = 0 vì 0 ^ t ồ 

V 2 y 


X = là nghiệm của phương trình đã cho. 
2 
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chuyên đề 7: (Dùng phương pháp đối Cập 


1 . 


2 . 


Cách giải 

Để giải phương trình f(x) = g(x) thì ta chứng minh 
a. f(x)<g(x) b. f(x) > g(x) 

c. f(x) < A £ g(x) d. f(x) > A > g(x) 

e. Chứng minh f(x) và g(x) cắt nhau tại một điểm duy nhất. 
- Sau đó xét dâu “=” xảy ra. 

Công cụ sử dụng 

a. Dùng khảo sát hàm số 

b. Dùng bất đẳng thức Côsi; Bunhiakopxky 

c. Dùng tính chất của bất đẳng thức 

d. Đưa về dạng f(u) = f(v) 



3. Bài tập ___ 

Bài lĩ Giải phương trình: Vx 2 + 15 = 3x - 2 +.>/x 2 + 8 

Giải 

Vx 2 + 15 = 3x - 2 + Vx 2 + 8 <=> ỵỊx 2 +15 - Vx 2 + 8 = 

r 7 n _ 

o - y== - — === = = 3x - 2 ĐK: 3x - 2 > 0 o X > ^ 

vx 2 +15 + Vx 2 +8 3 


3x - 2 


7 

Đặt f(x) = . ===- •— . = ; 

•Jy?+ 15+Vx 2 +8 

* 

Dễ thấy f(x) là hàm giảm trên 


r 2 

3’ / 






g(x) = 3x - 2 là hàm tăng trên 






—; +00 

3 


/ 


Nên đồ thị hàm f(x) và g(x) chĩ có thể cắt nhau tại một điểm duy nhất. 

Lại có: f(ĩ) = g(l) = 1 nên X = 1 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho, 



Giải 


Điều kiện: X > - 


Đặt: f(x) = V2x + 1 + Vx + 5 + Võix + 5;x >-ị • 

> 2 

f ỵ (x) = -f = 1 + -- + — - ~ > 0 Vx > 4 

V2x + 1 2 Vx + 5 2 yỈ5x + 5 2 
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f(x) ià hẳm tăng trên - ^; +00 

z 


Lại cổ: f(4) = 11 nên X = 4 là nghiệm duy nhất của phương trình. 
Bài 3: Giải phướng trình: Vx 2 - 2x - Vx - 2 = 3x - X 2 - 2 (1) 


Giải 


Điều kiện: Xằ2 

Phương trình (1) <=> Vx 2 -2x + X 2 - 2x = >/x-2 
Đăt: < u ~ x 5 ^ ta được: -s/ũ + u = Vv + V 

* 1 rt ^ A 9 


Vx-2 + X-2 



Ịv = X-2 > 0 

Xét hàm số: f(t) = Vt + t; f ; (t) = —+1 > 0 vt > 0 

=> f(t) là hàm tăng trên [0; +oo) 

Do đó: f(u) = f(v) <=>u = vox 2 -2x = x- 2 

0 _ _ ^ [x = 1 (loại) do X > 2 

o X 2 - 3x + 2 = 0 o “ * 

X = 2 

Vậy nghiêm của phương ưlnh đã cho là: X = 2._ 


Bài 4: Giải phương trình: 2x 4 + 8 = 



Giải 

Theo bất đẳng thức Côsi ta được: 

2x 4 + 8 = i X 4 + -^ X 4 + ■“ X 4 + “X 4 + 2+ 2 + 2 + 2ằ 

2 2 2 2 


gaỄTẸ^^. .22.2.2 = 8 x ! 
V 2 2 2 2 


Mặt khác theo bất đẳng th ức Bunhiakopxki ta cổ : 

4 V 4 + X 4 + 4 V 4 — X 4 < yj 32 (4 + X 4 + X 4 — 4 ) — >/64 X = 8x' 

Do đó dâu bâ't đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: 

r, „ \2 


2x 4 + 8 = 8x 


4>/4 + X 4 + 4>/x 4 -4 = 8x 2 ly 
Vậy phương trình dã cho vô nghiệm. 


<r> ^_ hệ này vồ nghiệm 

? n/4 + x 4 + Vx 4 - 4 = 2x 2 


Bài 5: Giải phương trình: 


+ X 3 + 


-X 3 = X 4 - 8x 2 + 28 (1) 


Giải 


Điều kiện: 


8 + x 3 £ 0 
64 - X 3 > 0 


x£-2 
x£ 4 


<=> -2 < X < 4 
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Ta có: X 4 - 8x 2 + 28 = Ịx 2 - 4 Ị 2 + 12 ằ 12 


Theo bất đẳng thức Bunhiakopxki ta được: 

^ H7~ õ” ^ nn* 0 " 177 7771 ' 


1.S 


+ X" + 1.V64- 


x ' 

fX 4 - 8x 2 + 28 ằ 12 


1 + 1)(8 


+ X + 


64 - X 3 Ị = 


12 


Do đó: < 


l >/8 + X 3 + V64 - X 3 < 12 
Dấu “=” trong (1) xảy ra 

f __4 r >__2 . 00 10 


8x + 28 = 12 


o < 


Vã 


+ X 3 + >/64 - X 3 = 12 


o < 


hệ này vô nghiệm 


f X = ±12 

X = ự28 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 


X 2 -4 = 0 

\Ỉ8 + X 3 = >/64 - X 3 



Điều kiện: ->/2 < X < — 7 = V 


1 
>/2 


Phương trình đã cho 



í lì 

x + — 

L xj 

Giải 


—ps <,X <,yỈ2 

>/2 


r L 1 

1 , 

+ 4/2 „1X1 

- = 4 

V X 2 

X 


VĨT-X 2 + Í2--Ì- + X + ÌS J(l + 1 + 1 + 1) 


V X 

V 2 -X 2 +J^-~Ị 
Dấu bất đẳng thức xảy ra 


X 


+ x + — <> 4 


/ ' ■ 1 \ 

2 - X 2 + 2 — -Ịr + X 2 4 - — 

\ X xj 


= X = — <=> X = 1 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x 



Giải 

Điều kiện: 0 < X <, 1 

I "* 

Theo bất đẳng thức Bunhiakopxky ta được: 
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ịlx + \Jl-x £ J2(Vx + a/1-xỊ <, ^Ĩ^ỊỈẸi + ĩ^x) = 2\Í2 = yÍ8 


[Vx + Vl- X <,2 

=> ị/x + yfT^X + y/x + yỉĩ-X <, yỈ2 + \Í8 
Do đó dấu đẳng thức xảy ra o Ị^z 'Ịr— 


- X 


o X = 1 - 


[ịfc = ịm. 

Vậy phương ưình đã cho có nghiệm duy nhất: X = -ì 

ìa 


Bài 8: Giải phương trình: Vx 2 + 2x + -v/2x - 1 - V3x 2 + 4x +1 


X <=> X = — 

2 


Giải 


Điều kiện: X > 


Theo bất đẳng thức Bunhiakopxky ta được: 

Vx 2 + 2x + V2x-1 = Vx>/x+ 2 + yj2x- 1 ^ J(x+l)(x+ 2 + 2x- 


Vx 2 + 2x + V2x- 1 £ V3x 2 + 4x+ 1 
Dấu bất đẳng thức xảy ra 

Vx 1 ' „ __/o_. 


x + 


2x- 1 


o 2x 2 - 2x - 2 = 0 o 


<=> x(2x-1) = x + 2 

l-Vẽ ,,«„n 

X = — (loại) 

2 


X = 


1+75 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 


1 + Võ 

4 


Bàỉ 9: Giải phương trình: 

12 - 3x = V 3 - x.>/4 - X + 


- X 


- x + vo - XVỞ - X 


Giả ỉ 


3 - X £ 0 
Điều kiện: < 4 — X ầ. 0 

5 - X ầ. 0 


oxí3 


Theo bất đẳng thức Bunhiakopxky ta được: 

V3 - x/s/4 - X + V4 - X.Ự5 - X + V5-X.V3-X < 

£ ^(3 - x + 4 - X + 5 - x)(3 - X + 4 - X + 5 - x) < 12 - 3x 

Do đó dấu đẳng thức xảy ra 
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V3- X _ V4 “ X _ 
V4 - X V5 - X 


V4 - X _ vả - 


V3-X 
2 


o <1 


(3-x)(5-x) = (4-x) 

[(4-x)(3-x) = (5-x) 2 

Hệ này vô nghiệm. 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 


V3-xV5-x = 4 - X 
V3 - xV4 - X = 5 - X 
15-8X + X 2 =16-8x+x i 
(4 - x) (3 - x) = (5 - x) 2 



Giải 


Điều kiện: -ỉ ắxắl 

Theo bất đẳng thức Bunhiakopxky ta được: 

Vl- X + Vl+ X £ ^2(1 + x +1- x) = 2 

X 2 

Mặt khác: + 2 2> 2 

• Á 


Do đó dấu đẳng thức xảy ra <=> ị ^ x 1 + x <£> X = 0 

[x = 0 

Vậy phướng trình đã cho cổ nghiệm: X = 0. _ 

Bài 11: Giải phương trình: V17 - X 8 + V2x 8 - 1 - 

Giải " 




. 17 — X 8 ằ 0 _ 

Điều kiện: r „ (*) 

[2x 8 -1 > 0 

Theo bất đẳng thức Bunhiakopxky ta được: 

Vl7 - X 8 + V2x 8 - 1 = -]L V34 - 2x 8 + V2x 8 -1 ổ 

>/2 



(34 - 2x 8 + 2x 8 -1) 


I \ ✓ 

Vl7 - X 8 + V2x 8 - ĩ <; ./ệ 

V 2 

Dâu đẳng thức xáy ra o V 2 V 34 - 2x 8 = V2x 8 - 1 
o 2(34 - 2x 8 ) = 2x 8 “ 1 o X 8 = “ thỏa (+) 


. '69 . /23 

X - ±s/y - ±?Ị 2 


1 o X 8 = “ thỏa (+) 

2 
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Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = ±8 


Bàỉ 12: Giải phương trình: xVx 




Giải 


Điều kiện: 0 ^ X <, 12 


UIVU nay 11. u ^ A ^ 

Theo bất đẳng thức Đunhiakopxky ta được: 


meo oai aang mưc BunmaKopxKy ia aưọc: 

x-s/x + Vl2 - X <, Jịx 2 + l)(x-f 12 “ x) = Jl2ịx 2 + l) = 2^3(x 2 +1 


=> dấu đẳng thức xảy ra o 

s y Vĩ VĨ2-ÕC 

o xVl2 - X = Vx o X 2 (12 - x) - X = 0 


X = 0 X = u I 

x(l2 - x) -1 = 0 x 2 -12x + 1 X — 


X = 0 


X = 0 


6±V35 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: X = 0 V X = 




Bài 13: Giải phương trình: íx + 8 Vx + 4Ì íx 




_ n .. _ 6±V35 

= 0 V X = -—-7— 

2 


-Vx + 4Ì = 36x (1) 


* ?• 


Điều kiện: x^o 

Vì X = 0 không là nghiệm của phương trình (1) nên: 
_ x+sVx + 4 x-Vx + 4_ OÍỈ 

y JL J Vv “ , <<*— “ uO 

Vx Vx 


4 4 \ 

Vx + —J= + 8 X + — Y= — 1 = 36 
Vx A Vx J 


Theo bất đẳng thức Côsi ta cớ: Vx + —Ị= ằ 4 

vx 


Vx H - jr=- + 8 ằ 12 

Vx 


+ 4 + 8|fv^ + -ị-1 S36 
Vx. A Vx .) 


Lạicé: + 


Do đó dâu đẳng thức xảy ra o Vx = -T=r <^» X = 4 

Vx 

Vậy phương trình dã cho cổ nghiệm duy nhất: X = 4. 
i 14: Giải phương trình: 

Vx + 2 jy-l + 3 Vz - 2 - i(x + y + z + 11) 

z 


( 1 ) 
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Giải 


X ầi 0 

Điều kiện: < y £ 1 

z > 2 

X - 2>/x + y - 4yjy - 1 + z - 6Vz - 2 +11-0 

(>/x-l) +(Vy-l - 2^ + Ị\/z- 2 -3) = 0 


( 1 ) 


%/x -1 = 0 

yfỹ^ĩ~2 = 0 
\Ịz- 2 -3 = 0 


r x = l 
o |y=5 
z -11 


X = 1 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: < 


y=5 
z = 11 



Chuyên đề 8: Phương pháp khảo sát hàm số 

\' 

LBNiV 

Phương trình f(x) = g(m) (m là tham số) cổ nghiệm X € D 
o hàm g(m) thuộc miềh giá ưị của hàm số f(x). ' 

2. Cách giải 

7: Tìm điều kiện để phương trình xác định 

2; Đặt ẩn phụ t (nếu phương trình phức tạp) 

Bước 3: Tìm miền xác định của t 

Bư('ĩc 4: Đưa phương trình về dạng f(t) = g(m) 

Bước 5: Khảo sát và lập bảng biến thiên hàm f(t) 

Bước 6: Dựa vào định lý trên để tìm m. 


3. Bài tập 

Bàỉ 1: Cho phương trình: yfx + >/4 - X - V4x - X 2 = m (1) 

Tìm m để phương trình có nghiệm. 


Giải 

Điều kiện: 0 <, X ^ 4 


Đặt t = >/x + a/4 - X => V4x- X 2 = 

z 

/ _ 1 _ 1 _ V4-X—yx 

2^ 2V4 -X • 2Vx.V4 - X 

tí = 0 o V4 - X = Vx o X = 2 
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Đảng biến thiên 


2 

0 

2 V 2 


1 /_ 

Theo bảng biến thiên => 2 < t < 2 V 2 

Khi đó (1) trở thành: t - ì (t 2 - 4 ) = m 

z 

Để (1) có nghiệm thì (2) có nghiệm t € £ 2 ; 2 V 2 ] 
Xét hàm số f(t) = t--ì(t 2 -4) 


( 2 ) 


f(t) = t--i(t 2 -4) 

f 7 (t) = 1 -1 < 0 vt € ^2; 2>/2 J 

n 1 

t 2 2 V 2 


Bảng biên thiên 

t I 2 _ 2V2 

f(t) _ 

f(t) 2 ' ——-2V2-2 

Theo bảng biến thiên => yêu cầu bài toán được thỏa mãn 

_ o 2yỈ2 - 2 < m < 2 __ 

Bài 2: Cho phương ưình: 

>/2 + X + V 2 -X-(2-x)J— - m 

Tìm m để phương trình cổ hai nghiệm phân biệt _ 

Giải 

Điều kiện: -2 < X <> 2 

(1) o V2*+~X + yÍ2^X - Ậ2^xỹ(2^xị = m 

Đặt t = >/2 + x + >/2-x =>^(2 + x)(2-x) = -|(t 2 - 4 ) 

J _ 1 1 __ v 2 -X-V 2 +X 

V — t . .r jr~"~ — /-- 


( 1 ) 


( 2 ) 


+ X 


- X 


-X 


t/ = 0 o \ 
Bảng biến thiên 


+ X <=> X = 0 


-2 


'lĩ 
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Theo bảng biến thiên => 2 <, t £ 2V2 

Khi đó (2) trở thành: t-ì(t 2 -4) = m 

2 

/ r —» \ 


ứng vđi một giá trị t e (.2; 2\Ỉ2) thì phương trình t = V2 + X + V2-X có hai 


-c -- —* o— - ^ — 7 — ^ 

nghiệm X phân biệt. 

Xét hàm số: f(t) = t--jHt 2 - 4 Ị 


f / (t) = l-t<0, vt e ị~2;2V2" 

L _ 


Bảng biến thiên 


t 

M 

f(t) 


272 


*2V2 - 2 

Theo bảng biến thiên => yêu cầu bài toán được thỏa mãn 


Bài 3: Cho phương trình: 


2Ịx + 72-x z Ị-x72-x 2 -3m + 2 = 0 

(1) 

Tìm m để phương trình cố hai nghiệm phân biệt. 



Giải 


Điều kiện: -72 á X 72 

Đặt t = x + 72 - X 2 => 


XV li - X 


= 1 (‘ 2 - 2 ) 


= 1 - 


-X' 


- X - X 

2 - X 2 


i! = 0 <=> 

Bảng biến thiên 


- X 2 = X <=> X = 1 


-72 


72 


1 -72-^ ^72 

Theo bảng biến thiên => -72 ^ t < 2 

(l)trởthành: 2t-~-ịt 2 - 2Ì+ 2 = 3m <=> 2t-41 2 + 3 = 3m 

2 V J 2 

Biện luận sế nghiệm tương quan giữa t và X (dựa vào bàng biến thiên) 


( 2 ) 
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+ ứng với một giá trị t e [>/2; 2 ) thì phương trình t = x + v2 - X 2 có đúng hai 

nghiệm X phân biệt. _ 

+ ứng với một giá trị te \-yf2 ; 2 ) V t = 2 thì phương trình t = X + V 2 - X 2 có 

đúng một nghiệm X. 

Xét hàm. số: f(t) = 2t-|t 2 + 3 : f(t)=2-t; f'(t) = 0ot=2 

Bảng biến thiên 



^5 

f(t) 2 + 2 V 2 

2 - 2 V 2 —"* • 

Dựa vào bảng biến thiên và cách biện luận số nghiệm ở trên, ta suy ra (1) có 


hai nghiệm phân biệt 

o (2) có đúng một nghiệm t e r>/2; 2 Ị 
o 2 + 2 V 2 <, 3m <5o^2 + 2>/2j £ m < 



Giải 


Điều kiện: -2 ^ X < 4 

' Đặt t = V8+ 2x-x 2 = ^9-(l-x) 2 £3=>0st£3 

(1) <=> X 2 -2x-3 + \/8 + 2x-x 2 = 2m 

<=> 8-t 2 - 3 +1 = 2m o -t 2 +1 + 5 = 2m (2) 

Đề (1) có nghiệm X € [-2; 4 ] thì (2) có nghiệm t e [0; 3 ] 

Xét hàm số f(t) =-t 2 +1+5 

f / (t) = -2t+l; f / (t) = Oot = i 

z 

Bảng biến thiên 
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( 2 ) 


Theo bảng biến thiên => yêu cầu bài toán được thỗa mãn 

o -1 < 2m< o-4<m£^ 

4 2 8 


Bài 5: Cho phương trình: Vx + y/4 - X = vộm + 4x- X 2 
Tìm m để phương trình có nghiệm. 


Giải 

(1) 0 4 + 2v 4x - X 2 = 5m + 4x - X 2 

o 2>/4x- X 2 - ^4x - X 2 ) + 5 = 5m (2) 

Đặt t = yfĩx - X 2 = ^4 - (2 - x) 2 ^2o0^t<2 

(2) trở thành: 2t -1 2 + 5 = 5m (3) 

Để (1) có nghiệm X e [0; 4] thì (3) có nghiệm t e [0; 2] 

Xét hàm số: f(t) = 2t -1 2 + 5 ; ĩ' (t) = 2 - 2t; ĩ' (t) 
Bảng biến thiên 

t 0 1 2 


0 - 


5 —5 
Theo bảng biến thiên o yêu cầu bài toán được thỏa mãn - 


( 1 ) 


= 0 o t = 1 


t 


f'(t) 


f(t) 


o 5 < 5 m<6olắra<7 

5 
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( 1 ) 


Theo bảng biến thiên => yêu cầu bài toán được thỏa mãn 

o V2 < m < 2 


Bài 7: Cho phương trình: yj2x - 3 + -s/2 - X = m (3x + 5) 
Tìm m để phương trình có nghiệm. 


Điếu kiện: — ^ X < 2 

2 

■ g 

• Nếu \/2x -3 - \Ỉ2-X = 0 o X = ^ thì (1) vô nghiệm 

3 

• Khi V2x - 3 - V2 - X * 0; nhân vế vế của (1) cho >/2x-3 
ta được: 

ÍV2x-3 + >/2 - x)(>/ 2 x - 3 - V 2 - xj = m(3x-5) ịyỊ2x 
3x - 5 = m (3x - 5) ịyÍ2x - 3 - V 2 -xỊ 

o 1 = m(V 2 x - 3 - \l2-x) <=> = V 2 x -3 - yj2-x ( 2 ) 

' ' ĨĨ1 

3 1 f 3 - 

Để (1) có nghiệm X e ^;2 thì (2) có nghiệm X € -^;2 và X 

L2 J L2 


-3 - Vs 


(m * 0) 


và X = * 


Xét hàm số: f(x) = 


Bảng biến thiên 


x) = yj2x - 3 - \Ì2-X 

1 1 3 \ 

f'(x) = — === + —Ị== > 0, Vx € ^;2 
V2x - 3 2 V 2 -X V.2 J 


f(x) 


f(x) 


>/2 


2 

•v/õ 


Theo yêu cầu bài toán :=> yêu cầu bài toán được thỏa mãn 

í—< —<1 ịl<,m<.yỈ2 


Bàỉ 8: Cho phương trình: 2sỊx - Vx 2 -1 Wx + Vx 2 -1 
Tìm m để phương trình có nghiệm. 


= m (1) 



2 


10 CO 





Giải 


Điều kiện: X ^ 1 

Ta thấy: Vx + Vx^-T.a/x - Vx 2 -1 = 1 

Đặt t = 2Vx-Vx 2 -ĩ ã: 1 thì Vx-Vx 2 -1 = -i- 

t z 

(1) trở thành: 'Y +1 2 = m (2) 

Để (1) có nghiệm X £ 1 thì (2) có nghiệm t £ 1 

Xét hàm f(t) = ậ + t 2 

t 

f'(t) = -ĩ- + 2t = ;f'(t) = 0 o t = 1 

t t 

Bảng biến thiên 


t 

1 

' 

+00 

f(t) 

+ 

f(t) 

3 

__- 

^ +00 


Theo bảng biến thiên => yêu cầu bài toán được thỏa mãn 
_ <=> m ;> 3. __ 

Bàỉ 9: Cho phương trình: 

mịyll + X 2 + \ll - X 2 + lỊ = 2\/l -X 4 + -s/l + X 2 + yjl - X 2 +3 (1) 

Tìm m để phương trình có nghiệm. __ 

— Giải ~ 

Điềukiện:-1 <x £ 1 

Đặt t = Vl + X 2 + Vĩ-X 2 => 2\/l- X 4 = t 2 -2 

*/ _ „ >/l-x 2 - Vl + X 2 _ */ _ A ^ _ A 
t = X. - .— - ; t =0ox = 0 

Bảng biến thiên 








BI 







H39B1 

■E 



Theo bảng biến thiên => yỈ2 <,iú2 

(1) trở thành: m(t + 1) = t 2 + t + 1 o m = ■ " ^ 

Để (1) có nghiệm X € [-1; 1] thì (2) có nghiệm t e [>/ã; 2 ] 
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Xét hàm f(t)-íl±í±i;f'(t) 

t + 1 


L + 2t 


> 0 vt € r 


Bảng biến thiên 


42 


f(t) 


f(t) 


2yfè-l 


I- 

Theo bảng biến thiên =5» yêu cầu bài toán được thỏa mãn 


o 2v2 -1 < m <, 4- 


Bài 10: Cho phương trình: 


X -1 + 


= mx 


X - 


1. Giải phương trình khi m = 10. 

2. Định m để phương trình cổ nghiệm. 


Giỗi 

Điều kiện: X > 1 


Khi đó (1) <=> 16 — - + , x = m 

X y/x^ĩ 


Đặt t =s ~—-; ị' 

X 


Đảng biến thiên 


2 - X 
2x 2 \ỉx~ 


.+/ _ 


= 0 o X = 2 



Từ biến thiên suy ra: 0 < t ^ 4 

Phương trình (2) trở thành: 16t + J = m 

t 

i 

Với m = 10 

(3) o 16t + Ị = 10 <=> 16t 2 - ìot +1 s 0 

t 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


=-vt=- 


+ Vđi t = 4 o 

8 X 


X -1 = X 
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<=> 64(x - 1) = X 2 o X 2 “ 64x + 64 = 0 o 


X = 32->/96Ỡ 
X = 31 + >/960 


(nhậ n) 


+ Với t = ^ <=> X = 2 

2 


X 

X 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: 

2. Định m để phương trình có nghiệm: 

Để (1) có nghiệm X > 1 thì (3) có nghiệm t G 

Xét hàm số: f(t) = 16t + Ặ vđi 0 < t <, 4 

t 2 


32 ±>/960 
2 


/ 




0;ỉ 

2 


f'(t) = 

Đảng biến thiên 


16t 2 -1 


f'(t) = 0 <=> 16t 2 -1 * 0 <=> t = 4 

4 


t 

0 

1 

4 


1 

2 

f(t) 

— 

0 

+ 



+00 



^ +00 

f(t) 


8 - 

-- 



( 1 ) 


Dựa vào bảng biến thiên, giá trị m thỏa dé bài là: m > 8. 

i 11: Cho phương trình: mVx + \/x + 1 “ Vx 2 + X = m 

1. Giải phương trình khi m = 2. 

2. Định m để (ỉ) cố hai nghiệm và mọi nghiệm cửa nố để thỏa mãn bất 
phương trình: X 2 - (2m + 1 )x + m 2 - 2 < 0. 


Giảĩ 


Đặt 


Điều kiện: X £ 0 

ệmmmm 

a = Vx > 0 
b = VxTT >1 

Khi đố (1) trở thành: 
b 2 - a 2 = 1 
ma + b - ab 


r a 2 


= X 


b 2 = X +1 


2 a 2 = 1 và ab = \/x 2 + 


X 


< 


= m 


b 2 - a 2 =1 

(a - l)(m - b) = 0 



l)b = 0 


(I) 


(II) 
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1. Khi m = 2 


Giải hệ (I): 


Giải hệ (II): 


b 2 -a 2 - 
Ịa = 1 

b - a 2 = 1 
b = 2 


b 2 = 2 fx + l = 2__ 1 

o { <=> X = 1 


a = 1 






X = 1 

X = 3 


a 2 = 3 J - - _ _ o 

<=> ị „ Ầ o X = 3 

x+l=4 lx+l=4 


2 . 


Phương trình (1) luôn có nghiệm X = 1. 

Để có hai nghiệm thì hệ (II) có thêm một nghiệm nữa. 

r '" ° ■ r a 2 = m 2 -1 > 0 


Hệ (II) 


b 2 - a 2 = 1 
b = m > 1 


[m £ 


<=> in £ 1 (*) 


+ Với X = 1 thỏa bất phương ưình (2) 
om 2 -m-2<0<=>-l <m^2 
Kết hợp (*) => 1 < m < 2 


(a) 


+ Với X = m 2 - 1 thỏa (2) 

o(m- l)(m 2 -m-3)^0^ra 2 -m-3á0 

1- JÚ . .1 + ^ _ . . . l + >/Ĩ3 


ắ m < 


. Kết hỢp với (*) => 1 < m < 


Từ (a); (b) => các giá ừị của m cần tìm là: 1 <. m < 


2 

VĨ3 


(b) 


Chuyên đề 9: Thương pháp đồ thị 


1. Cách giải 

• Đưa bài toán về sự tương giao của đường thẳng và đường tròn; elip; hypebol; 
parabol. 

• Vẽ đồ thị; dựa vào đồ thị để kết luận. 


2. Bài tập 




Bài 1. Định m để phương trình có nghiệm: 

\/2x-x 2 = m -X (1) 


Giải 


Đặt: y = ^2x-x 2 ; y>0 

=> X 2 -2x + y 2 =0 <=> (x-l) 2 +y 2 =l 

j(x-l) 2 +y 2 =l (c) 

y = m-x (D) 

(C) là đường tròn tâm l(l ,0), bán kính R = 1 


Khỉ đó (1) trở thành: 


M 
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ỉ 

Phương trình (1) có nghiệm <=> hệ (*) có nghiệm 
<=> 1 - V 2 < m < 1 + V 2 

Vậy các giá trị của m cần tìm là: 1 - 4Ĩ < m <, 1 +V2 


Bài 2: Cho phương trình: mx - -v/x - 3 = m +1 (1) 
định m để phương trình có nghiệm. 


Phương trình (1) tương đương với hệ: 


1 ' 

n 

V. 


mx-y = m + l 


Lại đặt X = X - 3, ta được o 


y : =x (p) 


[ mX-y+2m 

Họ đường thẳng D qua điểm cố định A(- 2,-l) 


-1 = 0 (d) 


Hai tiếp tuyến kẻ từ A tđi (P) có hệ số góc lần lượt là: 




Dựa vào đồ thị suy ra: 


Hệ trên cố nghiệm 


Vậy phương ưình (1) có nghiệm 


1-V3„_„l + Vỉ 

—_— < m <—-— 

4 4 

1-^3 _ 1 + -73 

) nghiệm <=><m< ; 

4 4 


Bài 3: Cho phương trình: - V3-X = m (1) . 


Định m để phương trình có nghiệm. 



Đường thẳng D qua điểm (o, V 2 ]<=> m = 
yà D qua điểm ( 2 , 0 ) <=> m = -2 

Đường thẳng u - V = >/2 cắt Ov tại điểm (- V2,o) 

Dựa vào đồ thị, suy ra hệ trên có nghiệm. 

<=> - V 2 <m < 2 <=> -2 < m < V 2 

Vậy phương trình (1) có nghiệm <=> -2 <1 m ^ V 2 





Bài 4: Cho phương trình: mx -1 = V4x-x 2 -3 (1) 
_Định m để phương trình có nghiệm duy nhất. 


Giải 

Đặt: y -1 = V4x - X 2 - 3 , y ầ. 1 

=> (y-l) 2 =4x-x 2 -3 o (x - ì) 2 + (y -1) : 
Phương trình (1) trô thành: 

I (x- 2 ) 2 +(y-l) ỉ =l (c) 

1 y = mx (d) 

Đường thẳng D tiếp xúc với (C) 

« d(l,D) = R với 1 ( 2 , 1 ); R = 1 


2m -1 
/1 + m 2 


<=> (2m -1) 2 - m 2 +1 


<=> 3m 2 - 4m = 0 


Đường thẳng D qua A(l,l) <=> m = 1 

và D qua B(3, 1 ) 0 m = J 

Phương trình (1) có nghiệm duy nhất 
<=> đường thẳng D tiếp xúc với (C) 
hoặc D cắt cung EĐ. 

Điều này xảy ra khi và chĩ khi: 

4 . „ 1 

m = — hoặc -r<m<l — 

3 3 

Vậy các giá trị của m cần tlm là: 

4' „ 1 

m = — hoặc T ^ rn < 1 
3 3 


Bài 5: Cho phương trình: V2x -m + Vx + 1 = 3 

Định m để phương trình có nghiệm. 



( 1 ) 
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u>0 


1 v>0 


Phương trình (1) trở thành: 


u 2 = 2x-m 
Ị 2v 2 = 2x + 2 


u 2 -2v 2 =-m-2 


u,v £0 
u +V = 3 

u 2 - 2v 2 =s -m - 2 


( 2 ) 


u+v=3; u,v>0 
'2 2 

= 1 (H) (m * -2) 

m + 2 m+2 


/ 


(H) là một hyperbol có đĩnh trục lđn: 
Hệ (2) có nghiệm nếu (H) cắt đoạn BD 


m + 2 




,0 


V 


(m > -2) 




Điều này xảy ra 


m + 2 


<3 


<=> -2 < m < 16 


Khi m = - 2 thì: 

ju = V2*v Jv = 3(V2-l)>0 
u + V = 3 Ịu = 6-3V2>0 

J>/ 2 x + 2 = 6 - 3V2 
[Vx +1 = 3(>/2 -1) 

o X = 26 -1 8 V 2 > 0 

Tóm lại các giá trị của m cần tìm là: 

-2 < m < 16 
+ Nhân xéu 

- Cách Ị : sử dụng sự tương giao giữa đường 
thẳng và parabol. 

- Cách 2 : sử dụng sự tương giao giữa đường tròn và đường thẳng. 



Bài 6: Cho phương trình: a 3 x 4 + 6a 2 x 2 - x + 9a + 3=0 (1) 
Định m để phương trình cổ đứng hai nghiệm phân biệt. 

Giải 

+ Nếu a = 0 thì X - 3 => (1) chỉ có đúng 1 nghiệm 
nên a = 0 không thỏa đề. 

+ Nếu a * 0: 

Nhân hai vế của (1) cho a ta được: 

aV+6a 3 x 2 -ax + 9a 2 +3a = 0 (2) 

Đặt t = ax thì (2) trở thành: 


\ 
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t 4 + 6at 2 ~t+9a 2 +3a = 0 o 9a 2 +3(2t 2 +l)a+t 4 -t = 0 (3) 

Xém (3) là phương trình bậc hai theo ẩn số là a 
(3) có nghiệm: 

<=> A = 9(2t 2 +1) 2 - 3ó(t 4 -1)> 0 
o 36t 2 + 36t + 9 > 0 <=> 9(2t + l) 2 £0 VteR 
Khi đổ hai nghiệm của (3) là: 


_—t 2 —t —1 _ t-t 2 

a = ——-— V a = 

3 3 _ -Vi H 3 1 

Xét hệ trục tọa độ (tOa): Vi > 

vẽ hai parabol: ✓—V N 

( p i) :a=, y( t2+t+1 ) » S \ 

(p 2 ):a = ỉ(t-t 2 ) v» 

lên cùng một hệ trục tọa độ. 

Phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi đường thẳng a = 
paraboỉ (Pj) và (p 2 ) tại hai điểm phân biệt. 

' _1 I 

Dựa vào đồ thị, suy ra —-- £ a < 

J 4 12 _ 


Bài 7: Cho phương trình: JC 2 +4x— 2|jc -ớ| + 2 - a — 0 (1) 

Định a để phương trình có đổng hai nghiệm khác nhau. 


Giải 

Phương trinh (1) tương đương vđi: 


= a cắt 


X ằa 

X 2 + 2x + 2 + a = 0 


hoặc 


x<a 


x^a 

a = -X 2 - 2x - 2 


(I) hoặc 


X 2 + 6x + 2-3a = 0 


X <a 

a = -j(x 2 + 6X + 2) 


(II) 


Xét hệ trục tọa độ (xOa): 

Vẽ các parabol: 

(p,):a = -x 2 -2x-2 ; (P 2 ):a 


= ị- (x 2 + 6x + 2) và đường thẳng: 


X = a. 


Phương trình (1) có đúng hai nghiệm khi: 

- Hệ (I) có đúng một nghiệm và hệ (II) có đúng một nghiệm. 
Điều đó có nghĩa là: Hệ (I) tồn tại một điểm M(x,a) với X >a 
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I 



và hệ (II) tồn tại một điểm N(x,a) với X <a 

Dựa vào đồ thị suy ra, các giá trị của a cần tìm là: - 2 < a < -1 




i 8: Cho hệ phương ưình: 

X 2 + (2 - 3a)x + 2a 2 - 2a < 0 I>:_L „ UA ._ UIA~ 

^ (1). Định a đe hệ có nghiệm. 

ax = 1 

\ 


Giải 



Hệ (1) 


(x-aXx-2a+2)<0 


ax = 1 


Xét hệ hục tọa độ (xoa). Vẽ các đưởng thẳng: 
dị:x-a = 0 ; d 2 :x-2 a+2 = 0 

và hyperbol (H): ax = 1 lên cùng một hệ trục tọa độ 

Các điểm (a,x) thỏa mãn hệ (1) nằm ừên cung MN và cung PQ 

- Đường thẳng d, cắt (H) tại Q có: a 1 = -ĩ và tại M có: a 2 

- Đường thẳng d 2 cắt (H) tại N có: ớ 3 = -— 


và tại p có: a A = 


1-V5 


Hệ (1) có nghiệm o đường thẳng a = a cắt cung MN yà cung PQ 
Dựa vào đồ thị, suy ra điều này xảy ra khi và chỉ khi: 

._ ĩ+'\Ỉ3 I 1 —V3 

l<a<——— hoặc -1 <a< ■■■■■ — 

2 2 
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chuyên đề 10: (Phương -pháp tam thức bậc hai 


1 » 


Cách gỉảỉ 

Bước ỉ: Đặt điều kiện xác định của phương trình 
Bước 2: Đặt ẩn phụ đưa về phương trình bậc hai. 

Bước 3: Biện luận tương quan số nghiệm giữa t và X trong phương trình đặc 

ẩn phụ. Dừng công thức so sánh nghiệm. 


2. Bài tập 


1: Cho phương trình: m 2 + 2 (m +1) Vx - X + 5 + 4m (1) 

Tìm m để phương trình có hai nghiệm phân biệt. _ 

# *> * 


Giải 


Điều kiện: X > 0 
Đặt t = -n/x >0 

(l)trở thành: m 2 + 2(m + l)t = t 2 + 5 + 4m 

<=> f(t) = t 2 - 2(m + l)t - m 2 + 4m + 5 = 0 (2) 

Để (1) có 2 nghiệm phân biệt thì (2) có hai nghiệm phân biệt khồng âm 


'&! >0 
o -!p > 0 
s>0 


(m + 1) - Ịõ + 4m - m 2 Ị > 0 

5 + 4m - m 2 > 0 
2(m +1) > 0 


2m 2 - 2m - 4 > 0 

< 5 + 4m - m 2 ằ 0 
m +1 > 0 


m < -1 
m > 2 
-1 < m < 5 

m > -1 


o 2 < m < 5 


Vậy các giá trị của m cần tìm là: 2 < m < 5. 


Bài 2: Cho phương trình: 

2>/2x-x 2 - 2míVx + >/2-xV+2m 2 -4 = 0 (1) 

Tìm m để phương trình có bốn nghiệm phần biệt. _ 

Điều kiện: 0 <, X <, 2 

Đặt t = Vx + V2-X => 2^2x - X 2 = t 2 - 2 
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t' = 


- ———yẶ ; \ỉ = 0 o \/2 - X - \/x <=> X = 1 
2v2x - X 2 


Bảng biến thiên 

t 

f(t) 


Theo bảng biến thiên => >/2 £ t £ 2 
Phương.trình (1) trở thành: 

f (t) = t 2 - 2mt + 2m 2 -6 = 0 (2) 

ứng với một giá trị t e Ỉ"V2;2) thì phương trình t = yfx + >/2 - X có hai 
nghiệm X phân biệt. 

Dỡ đố, để (ỉ) cố bốn nghiện phân biệt thì (2) cố hai nghiệm phân biệt tf, Ỉ 2 thỏa 
mãn: v2 < tj < t 2 < 2 


A' > 0 
f(>/2)>0 
f (2) > 0 

V2<|<2 

2 


6 - m 2 > 0 

2m 2 - 2yf2m - 4 > 0. 

_ o _ hệ này vô nghiệm 

2m 2 -4m-2 >0 
< m < 2 


Vậy không có giá trị IĨ1 nào thỏa mãn đề bài. 


Bài 3: Cho phương trình: 

2x4Ĩ~-xF -2(m-2)íx + Vi^-X 2 ^ + m 2 = 0 (1) 
Tìm m để phương trình có đứng hai nghiệm phân biệt. 


ÌR 


• • 






Theo bảng biến thiên => -2 £ t < 2 V 2 

(1) trở thành: f(t) = t 2 -2(m-2)t + m 2 -4 = 0 (2) 

• Biện luận số nghiệm giữa t và X 

+ ứng với một giá trị t = 2 V 2 hoặc t e [-2; 2) thì phương trình t = X + \Ỉ4 - X 2 
có đúng một nghiệm X. 

+ ứng một giá trị t € Ĩ2; 2 V 2 ) thì phương ưình t - X + V 4 ~ X 2 có đúng hai 

nghiệm phân biệt X. 

Xét các trường hợp sau: 

THI: (2) có hai nghiệm t^Ịta € (-2;2) 

òi' > 0 

f(-2) > 0 

« < f(2) >0 0 2 V 3 - 2 < m < 2 

q s rt 
-2 < — < 2 

1 2 

TH2: (2) cố đúng một nghiệm t e Ị2; 2 V 2 Ị 
THa: (2) có nghiệm kép G ị2;2yỈ2 j 

' Ềs! = 0 ím = 2 

0 ' t 0 =m-2 e(2;2>/2) 0 'm-2e(2;2^) 

o hệ vô nghiệm. 

THb: (2) có hai nghiệm t|Ị Ỉ 2 thỏa mãn: 

2 < < 2yf2 < t 2 

tj < -2 < 2 < t 2 < 2 V 2 

: |f(2) > 0 

ịf (2>/2) < 0 

o f (-2) <0 <=> hệ vô nghiệm. 

<f(2>/2)>0 
f (2) <0 

_ N. 

TH3: nếu (2) cổ một nghiệm ti = -2 

=> m 2 + 4m-8 = 0om = -2- 2yís V m = 2yfs —2 

• Với m = - 2 - 2 V 3 thì( 2 )t 2 + 2(4 + 2 Vã)t +12 + 8%/3 = 0 
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r t x = -2 

° |_t 2 = -6 - 4 slầ (loại) 

• Với m = 2 V 3 - 2 thì (2) o t 2 - 2 Ị 2 V 3 - 4jt +12 - 8>/3 

[ti*-2 

0 t 2 =4^3-6 e(-2;2) 

=» giá trị m = 2 V 3 - 2 thỏa mãn đề bài. 

TH4: Nêu (2) có một nghiệm t, = 2. 

=> m 2 - 4m + 8 = 0 vô nghiệm. 

TH5: Nếu (2) có một nghiệm t = 2 V 2 

=> m 2 - 4%/2m + 4 + 8>/2 = 0 vô nghiệm 
Vậy các giá trị của m cần tìm là: 2Vã - 2 ắ m < 2 


= 0 


cíuiyên ấề 11: Phương pháp vectơ 


1. Các bâ't đẳng thức vectơ 
a. a.b £ 


b. 


a.b£,a.b 

Nếu “=” xảy raoa cùng chiều với b 
a + b < a + b 


Nếu “=” xảy ra o 


a = 0 hay b = 0 

ăttb 


2 . 


Cách giải 

Bước ì: Từ phương trình: biến đổi để các biểu thức có dạng Va 2 + b 2 

Bước 2: Chọn các vectơ 

Bước 3: Sử dụng các bất đẳng thức thức trên 

- Sau đó xét dấụ “=” xảy ra. 


3. Bài tệp 


Bài 1 . Giải các phương trình sau: 

■s/x 2 -x + l + Vx 2 +X + 1 


-2 


Giải 


\ 

Vx 2 - x + 1 Wx 2 +X + 1 - 2 
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=> Dấu “=” xảyra <=> ã và b cùng phương, cùng chiều. 

1 í 



Xét các vectơ sau: 

ă(2x-l,l) => |ã| — V(2x-1) 2 +1 

b(x-l,2) => b =^/(x-l) 2 +4 

ã + b = (3x - 2 , 3 ) => ã + b = yj(3\ - 2) 2 +9 
Ta có bất đẳng thức: 

a|+ b > ã + b => ^(2x-l) 2 +1 + ^(x-l) 2 +4 £ «J(3x-2) 2 +9 

=> dấu “=” xảy ra <=> ã và b cùng-phương, cùng chiều. 

o ĨĨL— Ị . = I = 1o4x-2 = x-1ox = 7 
x-1 2 3 
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Vậy nghiệm của phương trình đã cho là X = 

Bài 3: Giải phương trình: >/x 2 -2x + 5 ->/x 2 -6x + 10 = Vs 

— 

Vx 2 -2x + 5 - Vx 2 -6x + 10 =yÍ5 

<=> > /(x-1) 2 +4- > /(x-3) 2 +1 =>/5 

Xét các vectơ sau: 

ã(x-l,2) => |ã| = V(x -1) 2 +4 

b(x-3,l) => b = 7(3-x) 2 +1 

ã-b = (2,l)=> ã-b| = V5 

Ap dụng bất đẳng thức: 

|ã| - b < ã - b => Vx 2 -2x + 5 - Vx 2 -ỔX + 10 £ Vs 

=> dấu xảy ra <=> ã và b cùng phương, cùng chiều. 

<=> ——ì = \ <=> X -1 = 2(x - 3) <=> X = 5 
x-3 1 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: X = 5 



ã.b = VxVx 2 +1 + (l -x)Vl-x 
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Áp dụng bất đẳng thức: 


np uụiig uat uaug utuv. 

ã.bá|ã|.b o VxVx 2 +1 + (1-x)n/1- x á^x 2 -2x + 2 

=> dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 
+ Hoặc có một trong hai vectơ ã , b là vectơ 0: 


Dễ thấy chỉ có thể ã là vectơ õ 


Vx=-0 

VTx = o 


(vô nghiệm) 


+ Hoặc hai vectơ ã và b cùng phương, cùng chiều: 
vx _ yi-x X _ 1 

Vx 2 +1 ~ 1-x x 2 +l~l-x 

<=> x(l “ x)= X 2 +1 <=> 2x 2 - X + 1 = 0 

Phương trình này vô nghiệm. 

Do vậy phương trình dã cho vô nghiệm. 


Bàỉ 5: Giải phương trình: sin xa/i + cos 2 X + cos x-v/l + sin 2 X 


Gỉảỉ 


sinxvl+cos 2 x + cosxvl+sin 2 x 

Xét các vectơ: 

ã(sinx,cosx) |ã| — 1 

bwl + cos 2 x»Vl + sin 2 x) => b 


ẩ| = l 
in 2 x) 


Ib| = ^ 


ã.b = sinxVl + cos 2 x + cosxVl + sin 2 x 

Áp dụng bất đẳng thức: 

ã.b £ |ã|. b <=> sinxVl + cos 2 x + cosxVl + sin 2 x ^ s 

=> Dấu “=” xảy ra <=> ã và b cùng phương, cùng chiều. 

V1 + cos 2 x _ Vl + sin 2 x l + cos 2 x _ 1 + sin 2 x 

sinx cosx sin 2 x cos 2 x 

=> (l + cos 2 x)sos 2 x = sin 2 x(l + sin 2 x) 

Vđi: sin 2 x = 1-C0S 2 X nên: 

< 

(l + cos 2 x)cos 2 x = 1 - cos 2 x + (l - cos 2 xf 

1 

o cos 2 x + cos 4 x = 2 “ 3cos 2 x +cos 4 x <=> cos 2 x = 4 

2 


o 1 - 2 cos 2 x = 0o cos2x = 0ox = - + m 


(m € z) 
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% 71 

Thử trực tiếp họ nghiệm X = — + m-~ vào phương trình 

AO 


ta nhận nghiệm cuối cùng là: X = 

* 

ímeZvà m^{-2,“l,l,2} 


n . 7C 

—+ m-r 
4 2 


với: 


m chấn: m = 4n 


=> nghiệm: X = -7 + 2nn (n € z) 

4 

Tóm lại nghiệm của phương trình đã cho là: X = ■— + 2njt (n e Z) 

*T 


Bài 6: Giải phương trình: Vx 2 -4x + 8 + 4 4x 2 + l2x +10 + V9x 2 -30x + 50 = 10 


Giải 


2 -4x + 8 +V4x 2 + 12X + 10 +V9x 2 -30x + 50 =10 


o J(x-2) 2 +4 + 2x + 3) 2 +1 + ^/(5 - 3x) 2 +25 = 


10 


Xét các vectơ sau: 

ã(x - 2,2) => 

b(2x + 3,l) => 

c(5-3x,5) => 
ã + b + c = (6,8) 
Theo bất đẳng thức: 


|ã| = Vx 2 - 4x+8 
Ibl = *\/4x 2 + 12x + 10 


c| = >/9x 2 -3ƠX + 50 

* 

^ a + b + c =10 


ã + b + c |s| + 6 +jc 


Vx 2 -4x + 8 + >/4x 2 +12X + 10 + >/9x 2 -30x + 50 >10 

Suy ra: Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ba vectơ ã,b,c cùng chiều 

X - 2 2x + 3_5-3x _ :A 

——— = —--— = _ • (hệ này vô nghiệm) 

2 1 5 

Vậy phương trình đã cho vỏ nghiệm. _ 

i 7: Giải phương trình: sin x-v/l ” cos X + cosx-v/l + cos X = \/2 0) 

Giải 

Xét các vectơ sau: 
ẵ(sinx,cosx) => |ẵ| = 1 

BÍVl - cosx, Vl + cosx) => b=V2 
ã.b = sinxVl - cosx + cosxVl + cosx 
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Theo bất đẳng thức: 


ã.b < lãi. 


sinxVĨ^ 


cosx + cosxvĩ + cosx 


<>/2 


=>Dâu “=” xảy ra o haivectơ ẵ và b cùng chiều: 
o ã = mb với m > 0 
o sinx-s/l + cosx - cosx^/l-cosx =0 

<=> sinxvl + cosx = cosx^/l - cosx (l) 

Vì chu kỳ của hàm sin, cos là 2ĩi nên ta xét trên một chu kỳ: 

+ Nếu — < X < 271 thì sinx.cosx < 0 nên suy ra phương ttình (2) vô nghiệm. 

+ Nếu 0 < X <, Ị- thì sinx > 0 và cosx £ 0 

2 

Do đó: 

(1)0 sin 2 x(l + cosx) = cos 2 x(l - cosx) 
o (1 - cos 2 X ) (1 + cosx ) = cos 2 X (1 -cosx) 

o (l - cosx)(l + 2cosx) = 0 o cosx =lox = 0 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là X = k2ĩt (k € z) 


Bài 8 . Định m để phương trình sau cổ nghiệm: 

Vx 2 + x + l- >/x 2 -x + l= m 


Giải 


Phương trình (1) tương đương với: 




/ 1 

—-X 
2 


v , 3_„ 

+ — = m 


Trong một hệ trục tọa độ phẳng nào đó, xét các điểm sau: 

A(-x,o) ; bÍ-,— ì : cí 1 








2 ’ 2 


Ta có: 

_/ 

AB 


/ 


v 1 S) 

2 2 



= AB = Jfx + 


1 


\2 


2 ) 


. 3 
+ — 

4 


AC 


2 ’ 2 






AC 


= AC = 




1 

- 7 - - X 
2 


\2 


. 3 

+ -7. 

4 


BC(-1, 0 ) ; 


BC 


= BC = 1 
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Với mọi điểm A(-x, 0) thì ba điểm A, B, c không thẳng hàng nên 
AB-Ấc|<BC 



Vậy các giá tậ của m cần tìm là m < 1 
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